Лекція 19. Степеневі ряди. Область і радіус збіжності рядів.
План
1. Степеневі ряди. Область збіжності та властивості степеневих рядів.
1. Степеневі ряди. Область збіжності та властивості степеневих рядів.

Означення.  Функціональний ряд 
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 (2) називається степеневим рядом, його загальний член 
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, числа 
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 називаються коефіцієнтами степеневого ряду.
Розглядають і більш загальний вигляд степеневого ряду
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       (2’).
Якщо в (2’) скористаємося заміною 
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, то  цей ряд зводиться до (2), тому властивості ряду (2) неважко перефразувати і для ряду (2’).
Теорема 1. Для степеневого ряду (2) можливі лише три випадки:

1) Ряд збіжний в єдиній точці 
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;
2) Ряд збіжний при всіх значеннях 
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3) Існує 
[image: image8.wmf]0

R

>

 таке, що ряд збіжний при всіх значеннях 
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, для яких 
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 і розбіжний при всіх 
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, для яких 
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Терема 2 (Абеля). Якщо степеневий ряд (2):
1) збігається при 
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, то він збігається для будь-якого 
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, що задовольняє нерівність 
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2) якщо ряд (2) розбігається при 
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, то він розбігається при всіх 
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, що задовольняють нерівність 
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З теореми Абеля слідує, що якщо степеневий ряд збігається в деякій точці 
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 відмінній від нуля, то область збіжності ряду є відрізок симетричний 0.

Радіус збіжності або інтервал збіжності можна знаходити за допомогою ознак Даламбера і Коші.

Теорема 3. Якщо степеневого ряду (2) існує границя 
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, то ряд /(2) має радіус збіжності 
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Якщо 
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, то ряд збігається в кожній точці 
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, то 
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Для узагальненого степеневого ряду (2’) інтервал збіжності 
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 має центр в точці 
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Зауваження. На кінцях інтервалу збіжності, тобто в точках 
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 ряд може як збігатися, так і розбігатись. Це питання потребує спеціального дослідження в кожному випадку.
Наприклад. 1) Знайти інтервал і радіус збіжності степеневого ряду 
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Розв’язування. Порівнюючи загальні члени ряду (2) і досліджуваного ряду, знайдемо коефіцієнт степеневого ряду 
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. За формулою радіуса збіжності маємо:
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Тоді інтервал збіжності буде 
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2) Знайти область збіжності степеневого ряду 
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Розв’язування. Загальний член ряду  можна записати так 
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. Цей ряд містить не всі степені 
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, коефіцієнти 
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 дорівнюють нулю. Скористатися формулою радіуса збіжності в даному випадку неможливо. Отже, будемо досліджувати ряд за загальною методикою дослідження функціональних рядів. Побудуємо ряд із абсолютних величин членів даного ряду 
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 , до якого застосуємо ознаку Даламбера 
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. Знайдемо інтервал збіжності ряду 
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. Радіус збіжності буде:
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. Проведемо дослідження збіжності ряду на кінцях інтервалу збіжності: 
При 
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. Одержали ряд Лейбніца, який умовно збігається.
При 
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. Маємо гармонічний ряд, який, як відомо, розбігається. Таким чином, 
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 буде областю збіжності ряду.
Завдання для самостійної роботи:
1. Довести, що функція 
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 неперервна на 
[image: image46.wmf](

)

;

-¥¥

. 
2. Дослідити на рівномірну збіжність функціонального ряду 
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 на проміжку 
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3. Знайти область збіжності рядів

а)
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,    б) 
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Для виконання завдань з даної теми необхідно опрацювати матеріал лекції, викладені в п.2.1 - 2.2 питання і літературу: [3, 336; 7, 336; 13, 356; 18, 204; 20, 339; 22, 130].
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