Лекція 16. Числові ряди. Поняття збіжності ряду. Ознаки збіжності рядів. Необхідна умова збіжності ряду
План

1. Числові ряди. Поняття збіжності ряду. 
2. Достатні ознаки збіжності для рядів з додатними членами.

3. Завдання для самостійної роботи.
1. Числові ряди. Поняття збіжності ряду. 

Означення. Нехай 
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 – деяка нескінченна послідовність чисел. Побудований із цих чисел за допомогою знака «+» символ 
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 (9.1.1) називається нескінченним рядом (чи просто рядом), а самі числа 
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 – членами ряду; а 
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– називається загальним членом ряду.
Наприклад. 1) 
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Побудуємо частинні суми ряду: 
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Означення. Сума перших n членів ряду (1) називається n – ю частинною сумою і позначається 
[image: image8.wmf]n
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Означення. Числовий ряд називається збіжним, якщо послідовність частинних сум цього ряду 
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збігається, в протилежному випадку ряд називається розбіжним. Якщо існує границя послідовності частинних сум ряду (9.1.1), то вона називається сумою ряду.

Основна задача для числових рядів полягає в дослідженні їх на збіжність і обчисленні суми ряду.

Деякі властивості збіжних рядів:
Теорема 1. Якщо збігається ряд, то збігається його залишок; і навпаки, із збіжності залишку випливає збіжність ряду.

Наслідок 1. Із розбіжності ряду виплаває розбіжність його залишку, і навпаки.

Наслідок 2. Якщо відкинути скінчену кількість перших членів ряду або додати до нього кілька нових членів, то це не впливає на його збіжність.

Теорема 2. Якщо члени збіжного ряду (1) помножити на сталий множник с, то його збіжність не порушиться, а сума 
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 помножиться на це число с:
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Теорема 3. Збіжні ряди 
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можна почленно додавати або віднімати, при цьому ряд  
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також збігається, а його сума буде 
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Теорема 4. Послідовність частинних сум збіжного ряду обмежена. Це твердження випливає зі збіжності послідовності частинних сум ряду.

Теорема 5. Якщо ряд збігається, то границя його загального члена прямує до 0, тобто: 
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Наслідок. Якщо.
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, тобто необхідна умова збіжності ряду не виконується, то ряд розбігається.

Наприклад. Перевірити виконання необхідної умови збіжності для ряду 
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Загальний член ряду 
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Розглянемо 
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Необхідна умова збіжності ряду не виконується. Ряд розбігається.

2. Достатні ознаки збіжності для рядів з додатними членами.

Нехай задано ряд 
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, тоді послідовність частинних сум 
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Терема 6 (основна). Для того щоб ряд з додатними членами збігався, необхідно і достатньо, щоб усі його частинні суми були обмеженими.

Наслідок. Для того щоб ряд з додатними членами розбігався, необхідно і достатньо, щоб послідовність його частинних сум була необмеженою.

Теорема 7 (ознака порівняння рядів). Якщо починаючи з деякого номера для членів ряду (1) 
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 виконується умова 
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, то із збіжності ряду (2) випливає збіжність ряду (1), а із розбіжності (1) випливає розбіжність (2).

Наприклад. Дослідити на збіжність ряд 

1) 
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гармонійний ряд. Оскільки 
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, то ряд може збігатися. Покажемо, що ряд розбігається. Розглянемо послідовність 
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, яка є зростаючою: 
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4) 
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; цей ряд при великих 
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 мало відрізняється від ряду 
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. Останній ряд є гармонічним і є розбіжним. Отже, застосувавши граничну теорему порівняння рядів, знайдемо границю відношення членів даного ряду до членів гармонічного ряду: 
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. Оскільки границя існує і відмінна від нуля, то з розбіжності ряду 
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Теорема 8 . Нехай задано два додатні ряди 
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, то обидва ряди збіжні або розбіжні одночасно.

Теорема 9. (ознака Даламбера). Якщо для ряду 
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 ряд збігається; при 
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 ряд розбігається; при 
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 питання про збіжність ряду ознака не вирішує.

Наприклад. Дослідити ряд на збіжність 1) 
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1) Загальний член ряду 
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. За ознакою Даламбера ряд 
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2) Загальний член ряду 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]1

lim11

n

n

e

n

®¥

æö

=+=>

ç÷

èø

. За ознакою Даламбера ряд 
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Теорема 10 (ознака Коші). Якщо для ряду 
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 з додатними членами 
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 ряд збігається; при 
[image: image81.wmf]1

l

>

 ряд розбігається; при 
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 питання про збіжність ряду ознака не вирішує.
Наприклад. Дослідити ряди на збіжність 
1) 
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. Загальний член ряду 
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. За ознакою Коші ряд збігається.

2) 
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. Загальний член ряду 
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. За ознакою Коші ряд збігається.

3) 
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. Загальний член ряду 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image92.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image93.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf]2
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За ознакою Коші ряд збігається.

Рекомендації щодо використання ознак збіжності рядів з додатними членами

1. Ознака Даламбера, як правило, дає результати тоді, коли загальний член ряду є відношенням алгебраїчного і трансцендентного виразів або відношенням трансцендентних виразів.

Якщо загальний член ряду – алгебраїчний вираз то ознака Даламбера питання про збіжність не вирішує.

2. Радикальна ознака Коші зручна в тому випадку, коли загальний член ряду містить степенево-показниковий вираз.

3. Ознака порівняння рядів може бути використана для рядів з будь-яким загальним членом. При дослідженні ряду за допомогою ознаки порівняння треба вибрати ряд порівняння, збіжність чи розбіжність якого відома. Рядами порівняння зручно вибирати ряд геометричної прогресії - 
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.
4. Якщо загальний член ряду – алгебраїчний вираз, тоді для дослідження збіжності ряду зручно використовувати ознаку порівняння рядів у граничній формі (теорема 3).

5. При дослідженні збіжності рядів рекомендується така послідовність дій: 1) встановити тип ряду (знакододатний чи знакозмінний); 2) перевірити виконання необхідної умови збіжності; 3) використати одну із достатніх ознак збіжності.
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