Лекція. Диференціальні рівняння. Загальний розв’язок. Задача Коші. Однорідні рівняння першого і другого порядку.
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I. Диференціальні рівняння. Основні поняття і визначення.
Виникнувши в XVI ст. на базі задач механіки і фізики, теорія диференціальних рівнянь стала самостійною наукою в кінці XVIII ст.

ЇЇ застосування дуже різноманітні. Одними і тими ж рівняннями описуються абсолютно різні процеси, наприклад, електротехнічні, радіотехнічні, механічні і ін.
Означення. Диференціальним рівнянням називають рівняння, яке пов’язує між собою незалежну змінну 
[image: image1.wmf]x

, шукану функцію 
[image: image2.wmf]y

 та її похідні або диференціали.
Символічно диференціальні рівняння записують так:
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Означення. Диференціальне рівняння називають звичайним, якщо шукана функція залежить від одної незалежної змінної.
Означення. Порядком диференціального рівняння називають порядок старшої похідної (або диференціала) яка входить в дане рівняння.

Означення. Розв’язком диференціального рівняння називають таку функцію, яка перетворює це рівняння в тотожність.

Означення. Загальним розв’язком диференціального рівняння називають такий розв’язок, до якого входить стільки незалежних довільних сталих, який порядок рівняння. (Так, звичайне диференціальне рівняння першого порядку має одну довільну сталу.)
Означення. Частинним розв’язком диференціального рівняння називають розв’язок, знайдений із загального при різних числових значеннях довільних сталих. Значення довільних сталих знаходять при певних початкових значеннях аргументу і функції.

Графік частинного розв’язку диференціального рівняння називають інтегральною кривою. Загальному розв’язку диференціального рівняння відповідає сукупність (сім’я) всіх інтегральних кривих.

Як правило кожне диференціальне рівняння має безліч розв’язків.

II. Диференціальні рівняння першого порядку: загальний розв’язок. Задача Коші.

Вивчати диференціальні рівняння почнемо з рівнянь першого порядку: пов’язаних відносно шуканої похідної, тобто        
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Розглядаючи 
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 як координати точок площини ХОУ, співставимо кожному розв’язку рівняння криву на ХОУ, яка є графіком цього розв’язку.

Через те, що 
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– це кутовий коефіцієнт дотичної до кривої в точці М
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, то геометричний зміст диференціального рівняння полягає в наступному:

Диференціальне рівняння встановлює зв’язок між координатами точок інтегральних кривих і кутовими коефіцієнтами дотичних, проведеними до інтегральної кривої в цій точці.

Оскільки інтегральних кривих багато, то можна сказати: геометрично рівняння (1) визначає поле напрямів інтегральних кривих при розв’язанні конкретних задач, що приводять до рівнянь (1).

На шукану функцію 
[image: image8.wmf]()
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 накладають певні умови, що виділяють з множини всіх розв’язків рівняння той який задовольняє поставлену задачу. Для рівняння першого порядку ця умова одна і вона задається у вигляді певного числового значення 
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 якого повинен набути шуканий розв’язок 
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 в даній точці 
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Рівності 
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            (2)                               називають початковими умовами рівняння (1), а значення 
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початковими значеннями розв’язку.
Диференціальне рівняння має, як правило, безліч розв’язків. Щоб з цієї множини виділити якийсь конкретний розв’язок, необхідно задати додаткові умови. Частіше всього така умова ставиться у формі задачі Коші. 
Задача Коші полягає у знаходженні інтегральної кривої, що проходить через задану точку 
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Задача Коші: Потрібно знайти розв’язок 
[image: image15.wmf]()
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 рівняння (1), яке при заданому значенні 
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 аргументу 
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 приймає задане значення 
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Бувають випадки коли задача Коші не має розв’язків або має безліч. Щоб гарантувати існування єдності розв’язку задачі Коші, слід підпорядкувати функцію 
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 деяким обмеженням.

Точне формулювання цих обмежень дається в теоремі Коші (теорема про існування і єдність розв’язку задачі Коші.)

Теорема 1. Якщо в деякому околі початкової точки 
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 функція 
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 визначена, неперервна і має неперервну частину похідну, от існує окіл точки 
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, в якому задача Коші для рівняння 
[image: image23.wmf](;)

yfxy

¢

=

 з початковою умовою 
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 має розв’язок і тільки один.

III. Автономні диференціальні рівняння.

Найбільш простий тип диференціальних рівнянь першого порядку – це рівняння виду                                                          
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яке розв’язується простим інтегруванням обох частин рівняння:
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Наприклад. Розв’язати автономні диференціальні рівняння:
1) 
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. Розв’язком даного рівняння є функція 
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. Розв’язком даного рівняння є функція 
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Розв’язання: 
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; Розв’язком останнього рівняння є функція 
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IV. Диференціальні рівняння з відокремленими та відокремлюваними змінними.

Означення. Диференціальне рівняння виду 
[image: image37.wmf]()()0
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 називається диференціальним рівнянням з відокремленими змінними. 

Загальний розв’язок ДР подається так: 
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Наприклад. Знайти загальний розв’язок ДР:
1) 
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Інтегруючи, дістаємо інтеграл ДР 
[image: image40.wmf]22
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Інтегральними кривими є концентричні кола з центром в початку координат.
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Інтегруючи, дістаємо інтеграл ДР      
[image: image42.wmf]33
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Означення. Диференціальне рівняння виду 
[image: image44.wmf]1122
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 називається диференціальним рівнянням з відокремлювльними змінними, тобто рівнянням, що зводяться до ДР з відокремленими змінними.

Поділивши рівняння на 
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, дістанемо ДР з відокремленими змінними:
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Рівняння має розв’язок 
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 є розв’язками рівнянь 
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Аналогічно ДР виду
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де права частина являє собою добуток функцій, одна залежить тільки від
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, інша від 
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Нехай 
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Якщо 
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 первісна для 
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Зауваження. Можуть виникнути питання: ліву частину інтегруємо по змінній 
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, а праву по змінній 
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, але якщо припустити, що 
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Наприклад. Знайти загальний розв’язок ДР:

1) 
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. Запишемо дане рівняння у вигляді пропорції: 
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Винесемо змінну 
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 за дужки і перенесемо другий доданок в праву сторону рівності: 
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, оскільки права частина завжди додатна, то модулі можна опустити і, здійснивши перетворення, отримаємо: 
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. Знайти розв’язок рівняння, що задовольняє умовам 
[image: image90.wmf]00

2,1

xy

==

.

[image: image91.wmf]2

1

dxydy

xy

=

+

,    
[image: image92.wmf]2

12

21

dxydy

xy

=

+

òò

,     
[image: image93.wmf]2

1

lnlnln1

2

xCy

+=+

, 
[image: image94.wmf]2

1

yCx

+=

, 
[image: image95.wmf]222

1

yxC

=-

 – загальний розв’язок рівняння.
Для знаходження частинного розв’язку використаємо початкові умови 
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 – шуканий розв’язок ДР 
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6) (Ріст при постійному темпі приросту). Нехай 
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кількість і ціна продукції, випущеної в деякій галузі за час 
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величина інвестицій, тобто засобів, направлених на розширення виробництва. Нехай 
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норма інвестицій 
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Припускаємо, що ринок ненасичений, тобто весь товар буде проданий. У результаті розширення виробництва галузь отримає додатковий дохід, частина якого буде використана для подальшого розширення виробництва. Цей процес приведе до збільшення швидкості випуску (акселерації) пропорційно до збільшення інвестицій, тобто 
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норма акселерації. Підставляючи значення 
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 в попереднє рівняння, отримуємо: 
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З останньої рівності маємо: 
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Якщо 
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Отже: 
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Зауваження. ДР типу 
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 часто трапляється в інших прикладних задачах, зокрема, ним описуються також динаміка росту цін при постійному темпі інфляції, процеси радіоактивного розпаду, розмноження бактерій, тощо.

7) (Модель росту в умовах конкуренції.) Розглянемо більш загальний випадок. 
Нехай 
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, тобто зі збільшенням випуску буде відбуватися насичення ринку і ціна буде падати.
Провівши аналогічні дослідження, як у попередньому прикладі, ми отримаємо рівняння: 
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Останнє рівняння є ДР зі змінними, що розділяються. Оскільки 
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 на випуклість. Диференціюючи рівняння 
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або       
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еластичність попиту. Із 
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 випливає, що у випадку 
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 і графік  функції 
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 опуклий вниз, а якщо 
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 і графік функції 
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 випуклий уверх..
Розглянемо лінійну функцію 
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Розв’яжемо рівняння 
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. Для цього розділимо змінні 
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Крива, що описує отриманий розв’язок називається логістичною кривою. Вона описує процес поширення епідемій, процеси розмноження бактерій в обмеженому середовищі тощо.
V. Однорідні ДР першого порядку. Однорідні ДР другого порядку із сталими коефіцієнтами.
Означення. Диференціальне рівняння називається однорідним, якщо його можна подати у вигляді                       
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Воно за допомогою заміни змінної 
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 зводиться до ДР з відокремлюваними змінними 
[image: image158.wmf](),    (),

du

uxufuxfuu

dx

¢

+==-

 а знаходження розв’язку зводиться до 
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Наприклад. 1) Знайдемо загальний розв’язок ДР 
[image: image160.wmf]y

y

x

¢

=

.
Узявши 
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, дістанемо ДР і його загальний розв’язок 
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2) Знайти загальний розв’язок рівняння 
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, вернувшись до заміни 
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, отримаємо: 
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, де розв’язком буде функція 
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Розглянемо однорідне лінійне ДР із сталими коефіцієнтами, що є невід’ємною частиною розв’язку лінійного ДР другого порядку: 
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Розв’язок ДР шукають у вигляді показникової функції 
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, де 
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коефіцієнт характеристичного рівняння.
Алгоритм розв’язання ДР з сталими коефіцієнтами.

1) Записати характеристичне рівняння    
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2) Обчислити дискримінант 
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, якщо:

а) 
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, тоді характеристичне рівняння має два різні дійсні корені 
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. Загальний розв’язок ДР записується у вигляді 
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б) 
[image: image181.wmf]0
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, то рівняння має два рівні дійсні корені 
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. Загальний розв’язок ДР записується у вигляді 
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, рівняння має комплексні корені 
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. Загальний розв’язок ДР записується у вигляді 
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Наприклад. Розв’язати ДР із сталими коефіцієнтами.
1) 
[image: image187.wmf]430
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. Записуємо характеристичне рівняння 
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,тому знаходимо його комплексні корені: 
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. Загальний розв’язок  матиме вид: 
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 і знаходимо його корені: 
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 і знаходимо його корені: 
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Обчислимо похідну функції 
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Частинний розв’язок ДР матиме вид: 
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Завдання для перевірки знань

1. Перевірити, чи є вказані функції розв’язками ДР:
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2. Розв’язати автономні диференціальні рівняння:

	а) 
[image: image220.wmf]23

dy

x

dx

=-

;
	в) 
[image: image221.wmf]4cos

ds

t

dt

=

;

	б) 
[image: image222.wmf]sin

yxx

¢

=+

;
	г) 
[image: image223.wmf]3

235

xtt

¢

=++

.


3. Знайти загальний розв’язок ДР з відокремленими змінними:
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