Лекція 14. Геометричне використання визначеного інтеграла: обчислення площі плоскої фігури, довжини  плоскої кривої, об’єму та площі поверхні тіла обертання 
План
1. Основні властивості визначеного інтеграла, методи обчислення визначених  інтегралів: заміна змінних та формула інтегрування частинами.
2. Геометричне застосування визначеного інтеграла: обчислення площ криволінійних трапецій та плоских фігур, обчислення довжини дуги плоскої кривої, об’єму та площі поверхні обертання.

1. Основні властивості визначеного інтеграла, методи обчислення визначених  інтегралів: заміна змінних та формула інтегрування частинами.
Властивості визначеного інтеграла

1) Якщо 
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2) Сталий множник можна виносити за знак інтеграла, тобто
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3) Якщо 
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4) При перестановці меж інтегрування визначений інтеграл змінює знак на протилежний, тобто
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5) Визначений інтеграл з однаковими межами дорівнює нулю, тобто
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6) Якщо 
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- інтегрована в будь-якому із проміжків:
[image: image11.wmf][

]

[

]

[

]

;,;,;

abaccb

, то 


[image: image12.wmf](

)

(

)

(

)

bcb

aac

fxdxfxdxfxdx

=+

òòò

.

7) Якщо підінтегральна функція визначеного інтеграла неперервна і невід’ємна, а верхня межа інтегрування більша від нижньої або дорівнює їй, то визначений інтеграл також невід’ємний, тобто
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8) Якщо 
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9) Якщо 
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10) Теорема (про середнє).Якщо функція 
[image: image23.wmf](

)

fx

-

неперервна для 
[image: image24.wmf][

]

;,

xabba

Î>

, то знайдеться така точка 
[image: image25.wmf][

]

;

xcab

=Î

, що:


[image: image26.wmf](

)

(

)

(

)

b

a

fxdxfcba

=×-

ò

.

Теорема (Ньютона-Лейбніца). Якщо функція 
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 дорівнює приросту первісної функції 
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Наслідок. Для обчислення визначеного інтеграла достатньо знайти одну із первісних підінтегральної функцій і виконати над нею подвійну підстановку.

Наприклад:
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Метод підстановки у визначеному інтегралі

Теорема. Якщо: 1) 
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Зауваження. При заміні змінної інтегрування у визначеному інтегралі змінюються межі інтегрування, і тому нема потреби повертатись до початкової змінної.

Наприклад. 
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Інтегрування частинами у визначному інтегралі

Теорема. Якщо функції 
[image: image45.wmf](
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 мають неперервні похідні для 
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Наприклад. 1) 
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2) Знайти обсяг продукції, виробленої підприємством за чотири роки, якщо продуктивність праці характеризується функцією 
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Розв’язання. Обсяг продукції, виробленої за час від 
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У даному випадку 
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 Для обчислення цього інтеграла використаємо метод інтегрування частинами:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image59.wmf]4
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image64.wmf]5
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3) Виробництво продукту характеризується функцією граничних витрат 
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 і функцією граничного продукту. Знайти:

1) граничні, загальні і середні витрати при виробництві 100 од. продукції, якщо фіксовані витрати дорівнюють 1000 гр.од.;

2) граничний, загальний і середній дохід при виробництві 200 од. продукту.

3) додаткові витрати при збільшенні виробництва продукту від 100 до 200 од.

4) додатковий дохід при збільшенні виробництва продукту від 100 до 200 од.

Розв’язання.
1) Граничні витрати при виробництві 100 одиниць продукції дорівнюють 
[image: image66.wmf](
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 гр.од. і виражають додаткові витрати ще одну одиницю виробленої продукції.

Загальні витрати 
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 на виробництво 
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 одиниць продукції виражаються невизначеним інтегралом від граничних витрат 
[image: image69.wmf](

)

MCQ

, тобто 
[image: image70.wmf](

)

2

0,024010000.

TCQQQ

=++

 Обчислимо загальні витрати при виробництві 100 од. продукту: 
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Середні витрати на виробництво 100 одиниць продукту дорівнюють 
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при цьому змінні середні витрати на одиницю продукції 
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2) Граничний дохід при виробництві 200 од. продукту дорівнює 
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і виражає дохід від ще однієї одиниці виробленої продукції.

Загальний дохід 
[image: image75.wmf](

)

TRQ

при виробництві 
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 одиниць продукції виражається невизначеним інтегралом від граничного доходу 
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Оскільки при 
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 загальний дохід, очевидно, дорівнює нулю, то 
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, і загальний дохід в даному випадку виражається функцією 
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Обчислимо загальний дохід і середній дохід при виробництві 200 одиниць продукту:
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 гр.од. – загальний дохід;
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3) Додаткові загальні витрати 
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В даному випадку
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4) Додатковий загальний дохід 
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 при збільшенні виробництва продукції від 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf]0,0130000521004900
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2. Геометричне застосування визначеного інтеграла: обчислення площ криволінійних трапецій та плоских фігур, обчислення довжини дуги плоскої кривої, об’єму та площі поверхні обертання.

Обчислення площ криволінійних трапецій та плоских фігур та об’єму тіл обертання

- При обчисленні площі криволінійної трапеції потрібно врахувати такі зауваження:
1. Якщо на відрізку 
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 функція 
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2. Якщо на відрізку 
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3. Якщо функція 
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 декілька раз змінює свій знак, то інтеграл по відрізку 
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 треба розбити на суму інтегралів по часткових відрізках. Інтеграл буде додатним на тих відрізках, де 
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 дає різницю площ, що лежать вище та нижче осі Ох. Щоб одержати суму площ (без урахування розташування відносно осі Ох), треба знайти суму абсолютних величин інтегралів по часткових відрізках або обчислити інтеграл від абсолютного значення функції, тобто     
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- Нехай криволінійна трапеція, обмежена кривою 
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Тоді об’єм тіла обертання можна знайти за формулою 
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а площу поверхні обертання – за формулою 
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Наприклад: Застосовуючи визначений інтеграл, обчислити: 

1) площу фігури 
[image: image125.wmf]D

, яка обмежена заданими лініями 
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2) Об’єми тіл, одержаних обертанням фігури 
[image: image127.wmf]D

 навколо осей Ох і Оу.

Розв’язання. Нарисуємо описану фігуру 
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 (рис.1). Знайдемо координати точки 
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          Отже, точка 
[image: image131.wmf](
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1) Площа фігури 
[image: image132.wmf]ONMKO

 є різниця площі трикутника 
[image: image133.wmf]OAM

 і площі криволінійної фігури 
[image: image134.wmf]OAMNO

, 
тобто          
[image: image135.wmf]ONMKOOAMONMAO
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2) Об’єм 
[image: image137.wmf]ox

V

 тіла, одержаного обертанням фігури 
[image: image138.wmf]ONMKO

 навколо осі Ох, є різниця об’єму 
[image: image139.wmf]1
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 конуса. Який одержуємо обертанням 
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, і об’єму 
[image: image141.wmf]2
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 тіла, яке одержуємо обертанням фігури 
[image: image142.wmf]ONMAO

 навколо цієї осі, тобто      
[image: image143.wmf]12
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Об’єм 
[image: image145.wmf]oy
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 тіла, одержаного обертанням фігури 
[image: image146.wmf]ONMKO

 навколо осі Оу, є різниця об’єму 
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 тіла, одержаного обертанням фігури 
[image: image148.wmf]ONMBO

, і об’єму 
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, конуса, одержаного обертанням 
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 навколо цієї осі, тобто     
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Обчислення довжини дуги плоскої кривої

Теорема. Якщо на відрізку 
[image: image153.wmf][
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 функція 
[image: image154.wmf](
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 та її похідна 
[image: image155.wmf](
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 неперервні, то довжина дуги кривої 
[image: image156.wmf](
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, обмеженої прямими 
[image: image157.wmf]xa
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[image: image158.wmf]xb
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, обчислюється за формулою       
[image: image159.wmf](
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Наслідок. Якщо дуга задана параметрично 
[image: image160.wmf](
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, то її довжину знаходять за формулою 
[image: image161.wmf](
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Наприклад: 1) Знайти довжину дуги заданої кривої:
[image: image162.wmf](
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Розв’язання. Маємо 
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 знаходимо 
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2) Обчислити довжину кола радіуса 
[image: image167.wmf]R

. Запишемо рівняння кола в полярних координатах: 
[image: image168.wmf]rR
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 - і за формулою 
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 отримаємо: 
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Завдання для самостійної роботи:
1. Обчислити визначені інтеграли за формулою Ньютона-Лейбніца:
	а)
[image: image172.wmf](
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2. Методом підстановки обчислити інтеграли:

	а)
[image: image176.wmf](
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	б)
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	в)
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	г)
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3. Методом інтегрування частинами обчислити інтеграли:

	а)
[image: image180.wmf]ln5
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	б)
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	в)
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4. Обчислити площу фігури, обмеженої кривою 
[image: image183.wmf](
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, віссю Ох та прямими 
[image: image184.wmf],
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	б) 
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	в) 
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5. Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох:
	а) півкола 
[image: image188.wmf]2
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	б) дуги кривої 
[image: image189.wmf]2
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[image: image190.wmf]0
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6. Обчислити довжину дуги плоскої кривої:
	а) кривої 
[image: image192.wmf]2
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, відсіченої віссю Ох;
	б) астероїди 
[image: image193.wmf]33

cos,sin

xatyat

==

.


7. Обчислити об’єм:
	а) 
[image: image194.wmf],0,1,0
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 навколо осі Ох;
	б) тіла, утвореного обертанням еліпса 
[image: image195.wmf]22
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8. Виробництво чоловічих костюмів характеризується функцією граничних витрат 
[image: image196.wmf]2
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, де 
[image: image197.wmf]Q
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кількість костюмів. Фіксовані витрати виробництва дорівнюють 4000 гр.од. Визначити додаткові загальні витрати при збільшенні пошиття костюмів від 100 до 110 одиниць на день.

9. Адміністрація регіону вивчає стан формування капіталу в регіоні. Їй відомо, що в даний момент часу t (приймемо його за 
[image: image198.wmf]0

t
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) величина капітального фонду в регіоні дорівнює 10 млр.гр.од., а темп 
[image: image199.wmf](
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 нових інвестицій є функція часу 
[image: image200.wmf]t

 вигляду 
[image: image201.wmf](
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. Визначити величину капітального фонду регіону через 16 років.

10. Фірма знає функцію граничного доходу від продажу нової марки телевізорів в регіоні: 
[image: image202.wmf]3000,2
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, де 
[image: image203.wmf]Q
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кількість проданих телевізорів. Визначити додатковий загальний дохід фірми, який вона одержить в результаті збільшення тижневої реалізації телевізорів від 120 до 150 одиниць.

11. Функція попиту індивідуального електронного перекладача дорівнює 
[image: image204.wmf]2

800,20,05
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, де 
[image: image205.wmf]Q
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кількість. Знайти споживче сальдо для кількості 
[image: image206.wmf]20
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12. Знайти процентний прибуток від вкладу 1000 гр при 8% річних, які нараховуються неперервно 2,5 роки.

Для виконання завдань з даної теми необхідно опрацювати матеріал лекції, викладені в п.2 питання і літературу: [2, 114, 127; 3,286, 299; 7, 263, 271; 13, 283, 299; 18, 123, 140; 20, 280, 304; 22,102,106].
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