Лекція 13. Визначений інтеграл, його основні властивості. Формула Ньютона-Лейбніца. Методи обчислення визначених інтегралів: заміна змінних та формула інтегрування частинами.
План

1. Основні властивості визначеного інтеграла.

2. Метод безпосереднього інтегрування.

3. Метод заміни змінної.

1. Основні властивості визначеного інтеграла.

Із властивостей первісної і формули Ньютона-Лейбніца випливають основні властивості інтеграла.

Властивість 1.  Якщо 
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Властивість 2. Визначений інтеграл є міра площі.

 Справді, інтегральна сума           
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(7.3)

утворена з добутків виду              
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(7.4)

Нехай (і–1 = хі–1. Тоді добуток (2) є площа прямокутника, основу якого становить різниця хі – хі–1 = (хі–1, а висоту — ордината f(xi–1). Отже, інтегральна сума (1) являє собою суму площ таких прямокутників, або площу східчастої фігури, вписаної у криволінійну трапецію АabB, обмежену кривою у = f(x) (рис.7.1). 
Площа криволінійної трапеції АabB більша за інтегральну суму (1). Але якщо вибрати за точки (і(і = 0, …, n – 1) праві кінці відрізків [хі–1; хі], то дістанемо фігуру, описану навколо криволінійної трапеції АabB. Тому площа криволінійної трапеції АabB дещо менша за інтегральну суму (1).
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Рис. 7.1
Границя інтегральної суми (1) при будь-якому виборі точок (і і при 
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 за означенням є визначений інтеграл 
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Отже, визначений інтеграл 
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 дорівнює площі криволінійної трапеції.

Властивість 3. При перестановці меж інтегрування визначений інтеграл змінює знак на протилежний, тобто
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● Узявши a < b і а < x1 < x2 < … < xn–1 < b, за означенням дістанемо:
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Переставивши межі інтегрування а та b, розглядатимемо вже відрізок [b; a] і, узявши ті самі точки розбиття, дістанемо відрізки [хі; хі–1], а не [хі–1; хі]. Отже,
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Звідси випливає таке співвідношення:
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(7.5)

Зауваження. Цю властивість можна довести також за формулою Ньютона—Лейбніца, яка справджується для будь-яких а і b. Зокрема, вона виконується, коли числа а та b поміняти місцями:
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Наслідок: 
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● Справді, узявши у формулі (3) b = а, дістанемо 
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Властивість 4. (Поділ відрізка інтегрування.) Нехай точка c ( [а; b]. Тоді 
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(7.6)

● Справді, якщо F(x) — будь-яка первісна для функції f(x) на відрізку [а; b], то F(x) є первісною і для функції f(x) на відрізках [а, с] і [с, b]. Отже, за формулою Ньютона—Лейбніца записуємо
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Звідси 
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Остання рівність і доводить формулу (4).

Властивість 4. (Знак визначеного інтеграла.)

1. Якщо f(x) > 0 для х ( (а; b), a < b, то 
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2. Якщо f(x) < 0 для х ( (а, b), a < b, то 
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● За означенням визначений інтеграл є границя інтегральної суми:
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1. У разі f(x) > 0, a < b доданки f((і)(хі інтегральної суми додатні, оскільки додатні обидва множники f(хі–1) і (хі–1.

2. Якщо a > b, то хоча f(хі–1) > 0, множник (хі–1 від’ємний. Справді:

(хі–1 = хі – хі–1  і  а > x1 > x2 > … > хі–1 > хі > … > b.

3. Розглядаючи доданки f(хі–1)(хі–1 інтегральної суми, встановлюємо, що множник f((і) < 0, множник (хі–1 додатний, оскільки a < b.
Наприклад. 1. Знайти суму площ двох сусідніх хвиль синусоїди 
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 (рис. 7.2).


[image: image24.wmf]+

0

В

p

2

p

y

x


Рис.7.2
Властивість 5. Якщо 
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● Визначимо знак різниці: 
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За властивістю 4 останній інтеграл додатний.

Властивість 6. Визначений інтеграл суми функцій подається як алгебраїчна сума інтегралів:
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(7.7)
● Розглянемо інтегральну суму   
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яку згідно з властивістю дистрибутивності можна розкласти на дві суми:


[image: image32.wmf]11

00

()().

nn

iiii

ii

fxx

xyx

--

==

D+D

åå


Переходячи до границі при 
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Властивість 7. Сталий множник можна виносити за знак визначеного інтеграла:
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● За означенням визначеного інтеграла записуємо:
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А оскільки в інтегральній сумі сталий множник можна винести за знак цієї суми, дістаємо:
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Переходячи до границі, маємо: 
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Отже, виконується (6).

Властивість 8. Якщо функція f(x) інтегровна на [a; b] і а < b, то
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● Рівність (7.9) легко дістати, перейшовши безпосередньо до границь у нерівності для інтегральних сум:
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Властивість 9. Якщо f(x) інтегровна на [a; b], де а < b, і якщо на цьому проміжку виконується нерівність
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● Рівність (7.10) дістанемо, безпосередньо перейшовши до границь у нерівності
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та взявши до уваги, що 
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Властивість 10. (Теорема про середнє значення.) Нехай f(x) — інтегровна на [a; b] функція і на всьому проміжку 
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де 
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   Доведення. Якщо а < b, то за властивістю 9 маємо:
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Звідси    
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знайдемо рівність (7.11).

Якщо а > b, то на підставі аналогічних міркувань (з переставленням межі інтегрування) дістаємо (7.11).

Властивість 11. (Узагальнена теорема про середнє значення.)

Якщо функція 
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Доведення. Не порушуючи загальності, візьмемо g(x) ( 0 і а < b. За такої умови дістанемо:
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Звідси згідно з властивостями 6 і 3 маємо:
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А оскільки g(x) ( 0, то згідно з властивістю 5  
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Якщо цей інтеграл дорівнює нулеві, то з попередніх нерівностей випливає співвідношення:
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а отже, і твердження теореми.

2. Метод безпосереднього інтегрування.

Цей метод ґрунтується на безпосередньому використанні табличних інтегралів. Для цього використовуються властивості невизначеного інтеграла і тотожне перетворення підінтегральних функцій.

Наприклад. Обчислити інтеграли:
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3. Метод підстановки у визначеному інтегралі
Основна формула інтегрального числення дає змогу встановити правило заміни змінної у визначеному інтегралі.

Нехай потрібно обчислити інтеграл 
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, де f(x) — неперервна на проміжку [a, b] функція. Візьмемо х = ((t) і вважатимемо, що функція ((t) задовольняє умови:

1) ((t) визначена і неперервна в деякому проміжку [(; (];

2) ((t) ( [а, b], коли t ( [(, (];
3) ((() = а, ((() = b;
4) існує неперервна похідна (((t), t ( [(, (].

Теорема. Якщо: 1) 
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Зауваження. При заміні змінної інтегрування у визначеному інтегралі змінюються межі інтегрування, і тому нема потреби повертатись до початкової змінної.
● Справді, припустимо, що підінтегральні функції неперервні, тому існують не лише визначені інтеграли 
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, а й відповідні їм невизначені, і в обох випадках для обчислення можна застосувати основну формулу.

Якщо F(x) — первісна для функції f(x), то F(((t)) — первісна для функції f(((t))(((t). Тому одночасно маємо:
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що й треба було довести.
Зауваження: при обчисленні невизначеного інтеграла за допомогою заміни змінної, дістаючи шукану функцію, що виражена через t, ми обов’язково повертаємося до старої змінної x, але в разі визначеного інтеграла в цьому потреби немає. Якщо обчислено другий із визначених інтегралів, який є числом, то це означає, що обчислено і перший.
Наприклад 1)
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Завдання для самостійної роботи
Обчислити інтеграли, використовуючи безпосередній метод:
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Завдання для домашньої роботи:
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