Лекція 10-11. Первісна функція. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування
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I. Поняття первісної та її властивості.

Операція інтегрування є оберненою до операції диференціювання. Якщо фізичним змістом операції диференціювання було відшукання швидкості 
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) то фізичний зміст операції інтегрування полягає у відшуканні закону руху 
[image: image4.wmf])

t

(

f

x

=

  по заданій швидкості 
[image: image5.wmf](

)

x

v

.
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Із означення виходить, що первісна [image: image12.wmf])
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– диференційована, а значить неперервна функція на проміжку 
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, і  її вигляд суттєво залежить від проміжку, на якому вона розглядається.

Означення. Знаходження первісної заданої функції називається інтегруванням.
Задача інтегрування функції на проміжку полягає у тому, щоб знайти всі первісні функції на цьому проміжку, або довести, що функція не має первісних на цьому проміжку.

Теорема 1. (про множину первісних). Якщо [image: image14.wmf])
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2) будь-яка первісна  
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Наслідок. Дві будь-які первісні для однієї й тієї самої функції на проміжку 
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II. Невизначений інтеграл та його основні властивості..

Означення. Множина всіх первісних для функції 
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– підінтегральний вираз;   
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– диференціал змінної інтегрування.

Геометричний зміст невизначеного інтеграла полягає в тому, що функція 
[image: image34.wmf]C

)

x

(

F

y

+

=

 є рівнянням одно параметричної сім’ї кривих, які утворюють одна з одної паралельним перенесенням уздовж осі ординат.

З означення невизначеного інтеграла випливають такі основні властивості

I. похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції
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II. Диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральному виразу.
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III. 
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Властивості, що відображають основні правила інтегрування.

IV. Сталий множник, що не дорівнює нулю, можна виносити з-під знака інтеграла, тобто
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V. Невизначений інтеграл від суми функцій дорівнює сумі невизначених інтегралів від цих функцій, якщо вони існують, тобто 

[image: image40.wmf](

)

ò

ò

ò

+

=

+

dx

)

x

(

f

dx

)

x

(

f

dx

)

x

(

f

)

x

(

f

2

1

2

1

.
V. Якщо 
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III. Таблиця основних інтегралів.
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IV. Основні методи інтегрування.

Метод безпосереднього інтегрування.
Цей метод ґрунтується на безпосередньому використанні табличних інтегралів. Для цього використовуються властивості невизначеного інтеграла і тотожне перетворення підінтегральних функцій.
Наприклад. Обчислити інтеграли:
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Метод підстановки (заміна змінної інтегруванням)
Мета методу підстановки – перетворити даний інтеграл до такого вигляду, який простіше інтегрувати.
Теорема 1. Якщо 
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Наслідок.  
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Зауваження. Специфіка інтегрування невизначеного інтеграла не залежить від того, є змінна незалежною змінною чи сама є функцією (на підставі інваріантності форми запису першого диференціалу).
Наприклад. Обчислити інтеграли:
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Метод інтегрування частинами.
Теорема 1. Якщо функції 
[image: image77.wmf](

)

x

u

 та 
[image: image78.wmf](

)

x

v

 мають неперервні похідні, то:

[image: image79.wmf]ò

ò

-

=

vdu

uv

udv

.
На практиці функції 
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[image: image82.wmf](

)

dx

x

f

 розбивають на два множники типу 
[image: image83.wmf]udv

, тобто 
[image: image84.wmf](

)

dx

x

f

=
[image: image85.wmf]udv

; при цьому функція 
[image: image86.wmf](

)

x

u

 вибирається такою, щоб при диференціюванні вона спрощувалась, а за 
[image: image87.wmf]dv

 беруть залишок підінтегрального виразу, який містить 
[image: image88.wmf]dx

, інтеграл від якого відомий, або може бути просто знайдений.
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Інколи доводиться інтегрування частинами застосовувати кілька разів, що ілюструє такий приклад.
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У деяких випадках після інтегруванням частинами інтеграла одержується рівняння, із якого знаходять шуканий інтеграл.
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Навчальні завдання

1. Обчислити інтеграли, використовуючи безпосередній метод:
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2. Обчислити інтеграли, використовуючи метод заміни змінної:
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3. Обчислити інтеграли, використовуючи метод інтегрування частинами:
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Домашні завдання

1. Обчислити інтеграли:
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	2. Обчислити інтеграли, використовуючи метод інтегрування

 частинами та заміни змінної:
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