Лекція 9. Екстремуми функції двох змінних. Знаходження умовного екстремуму функції двох змінних методом Лагранжа
План

I. Екстремум функції двох змінних
II. Умовний екстремум для функції двох змінних
III. Метод Лагранжа знаходження точок умовного екстремуму

Література: [3, 244, 252-254; 7, 186, 201, 204; 13, 404, 410, 417; 18, 176, 181; 20, 246, 254; 22, 14, 184].

I. Екстремум функції двох змінних.

Означення. Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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 і неперервна в цій точці. Якщо для всіх точок 
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 цього околу виконується нерівність 
[image: image4.wmf]00

(;)(;)

fxyfxy

£

 
[image: image5.wmf](

)

(

)

00

;;

fxyfxy

³

éù

ëû

, тоді ця точка 
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 називається точкою (максимуму) мінімуму функції 
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Точки максимуму і мінімуму називаються точками екстремуму.

Теорема 1 (необхідна умова існування екстремуму). Якщо функція 
[image: image8.wmf](
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має екстремум в точці 
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, тоді в цій точці частинні похідні 
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 або дорівнюють нулю, або хоча б одна з них не існує.

Теорема 2 (достатня умова екстремуму). Нехай функція 
[image: image12.wmf](

)

;

zfxy

=

 має екстремум в точці 
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неперервні частинні похідні першого й другого порядку, причому 
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Якщо:

1) 
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Наприклад. 1) Розглянемо функцію 
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1. Знайдемо перші частинні похідні: 
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2. Знайдемо стаціонарні точки, тобто точки, в яких 
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[image: image33.wmf]220

840

x

y

-=

ì

í

-=

î

.

Розв’язком цієї системи є точка з координатами х = 1, у = 1. таким чином, у точці (1; 2) функція може мати екстремум.

3. Знайдемо похідні другого порядку 
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, звідки дістаємо, що 
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4. Обчислимо значення частинних похідних другого порядку в стаціонарних точках і для кожної стаціонарної точки знайдемо 
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2) Дослідити на екстремум функцію 
[image: image40.wmf]22

(;)424326.

fxyxyxyyy

=+++-


Визначимо стаціонарні точки (застосувавши теорему 1): 
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Звідси  
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Отримали три стаціонарні точки: 
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Дослідимо (за теоремою 2) на екстремум в цих точках.

Спочатку визначимо 
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. А тепер для кожної точки обчислимо А, В, С, визначимо знаки величин 
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, тобто точка 
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 При цьому А ( 0. Отже, 
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 – точка локального мінімуму функції 
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II. Умовний екстремум для функції двох змінних.

В багатьох практичних задачах питання зводиться до відшукання максимуму і мінімуму від функції декількох змінних, які не є незалежними, а пов’язані між собою певним чином за допомогою додаткових умов, які називають рівнянням зв’язку.
Нехай на відкритій множині 
[image: image60.wmf]2
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 задано функції 
[image: image61.wmf](;),(;)

ufxyvxy

j

==

 і Е – множина точок, що задовольняють рівняння 
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Означення. Рівняння (1) називають рівнянням зв’язку. Точку 
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 називають точкою умовного строгого максимуму функції 
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 відносно рівняння зв’язку (1), якщо існує такий окіл точки 
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, що задовольняють рівняння зв’язку, справджується нерівність 
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Якщо за таких умов виконується
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, тоді точку 
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називають точкою умовного строгого мінімуму функції 
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Аналогічно вводяться поняття нестрогого умовного екстремуму.

Точки умовного максимуму та мінімуму називають точками умовного екстремуму. Умовний екстремум інколи називають відносним екстремумом.

III. Метод Лагранжа знаходження точок умовного екстремуму.

Нехай функція 
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 і циліндрична поверхня 
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[image: image74.wmf](;)

fxy

 деяку лінію. На цій лінії можуть свої максимуми і мінімуми – вони називаються умовними екстремумами.

Означення. Нехай дане рівняння 
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задовольняє це рівняння. Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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 цього околу, що задовольняють рівняння 
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 називають точкою умовного максимуму (мінімуму) функції 
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Для відшукання умовних екстремумів використовують метод Лагранжа.

Теорема 1. Якщо 
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, то існує таке число 
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 що трійка чисел 
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 задовольняє системі рівнянь 
[image: image91.wmf](

)

(

)

'

'

;0,

;0,

(;)0

x

y

Fxy

Fxy

xy

j

ì

=

ï

ï

=

í

ï

=

ï

î

 де 
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 – функція Лагранжа.

Аналогічно визначається поняття умовного екстремуму для функції трьох змінних 
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. Функція Лагранжа має вид: 
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, а система для відшукання умовного екстремуму – 
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Щоб знайти точки, підозрілі на умовний екстремум функції 
[image: image97.wmf](;)

zfxy

=

 при виконанні 
[image: image98.wmf](;)0

xy

j

=

 потрібно:

1) записати функцію Лагранжа;

2) знайти частинні похідні від цієї функції по змінним 
[image: image99.wmf],
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 і прирівняти їх до 0 і скласти відповідну систему рівнянь;

3) розв’язати одержану систему.

Теорема 2. (Достатня умова існування екстремуму) Якщо 
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то функція в точці 
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 має умовний мінімум, якщо 
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Наприклад. 1) Знайти умовний екстремум функції 
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 відносно рівняння зв’язку 
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Функції 
[image: image107.wmf]  
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 подвійно неперервно диференційовані. Отже, можна скористатися методом Лагранжа. Запишемо функція Лагранжа 
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Згідно з необхідними умовами дістанемо систему: 
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 з якої знаходимо 
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. Таким чином, функція 
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 може мати умовний екстремум тільки в двох точках (-5; 4) і (5; -4).

Для визначення типу оптимальності обчислимо визначник (1) в кожній з цих точок:

а) (-5; 4): 
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б) (5; - 4): 
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Отже, функція 
[image: image126.wmf]f

 у точці (-5; 4) має умовний мінімум 
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2) Визначити оптимальні значення функції 
[image: image129.wmf]22
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Перед тим як будувати функцію Лагранжа, обмеження записуємо, щоб у правій частині знаходилося число нуль: 
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Згідно з необхідними умовами дістанемо систему:
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[image: image134.wmf]360,
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Таким чином, точка (-1; 3) – підозріла на оптимальність.

Для визначення типу оптимальності обчислимо визначник (1) в цій точці:
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Отже, функція 
[image: image141.wmf]z

 у точці (- 1; 3) має умовний мінімум 
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3) Знайти екстремум функції 
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 задовольняють рівняння 
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Розглянемо функцію Лагранжа 
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)

235

uxyxy

l

=++-

. Маємо: 
[image: image147.wmf]2

u

y

x

l

¶

=+

¶

, 
[image: image148.wmf]3

u

x

y

l

¶

=+

¶

. Із системи рівнянь (необхідні умови екстремуму) 
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 знаходимо 
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Для визначення типу оптимальності обчислимо визначник (1) в цій точці:
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