Лекція 8. Частинні похідні функцій багатьох змінних. Похідні вищих порядків. Повний диференціал. 
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I. Частинні похідні функції багатьох змінних.

Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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 приросту відповідно 
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 так, щоб точка 
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 не виходила за межі вказаного околу. Тоді й точки 
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 також належатимуть розглядуваному околу.

Означення. Різницю 
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називають повним приростом функції 
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 при переході від точки 
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 називають частинним приростом за 
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 – частинним приростом за 
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 функції 
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; їх позначають відповідно 
[image: image19.wmf]x

z

D

 і 
[image: image20.wmf]y

z

D

. Таким чином  
[image: image21.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0000

00000000

;;,

;;,;;.

xy

zfxxyyfxy

zfxxyfxyzfxyyfxy

D=+D+D-

D=+D-D=+D-


Зауваження. Аналогічно визначаються прирости функції більш ніж двох змінних.

Означення. Функція 
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 називається диференційованою у точці 
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, якщо її повний приріст 
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 можна подати у вигляді: 
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де А, В – числа, (, ( – нескінченно малі при 
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Головна лінійна частина приросту функції, тобто 
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, називається повним диференціалом функції двох змінних 
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 у точці 
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 і позначається 
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Теорема 1. Якщо функція 
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 визначена в точці 
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, тоді існують границі 
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 і вони дорівнюють відповідно А, В.
Означення. Нехай функція 
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 визначена в точці 
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 і в її деякому околі. Якщо існує границя 
[image: image38.wmf]00

limlim

y

x

xy

z

z

xy

D®D®

D

æö

D

ç÷

DD

èø

, то вона називається частинною похідною за х (за у) функції 
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 і позначається 
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Таким чином 
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Із означення частинних похідних матимемо, що вони шукаються за такими правилами, що й похідні функції однієї змінної. Треба лише пам’ятати, що при знаходженні 
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[image: image49.wmf]y

вважається сталою, а при знаходженні 
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 змінна 
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 вважається сталою.
Наприклад. Знайти частинні похідні функцій: 1) 
[image: image52.wmf]232
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Знайдемо 
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, вважаючи, що 
[image: image54.wmf]yconst

=

:             
[image: image55.wmf]2

225

z

xy

x

¶

=-+

¶

.

При знаходження 
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. Знайдемо 
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, вважаючи, що 
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При знаходження 
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 вважатимемо, що 
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 вважатимемо, що 
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Як випливає із означення повного диференціала і теореми 1, повний диференціал функції 
[image: image69.wmf](
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Аналогічно повний диференціал функції 
[image: image71.wmf](
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 обчислюється за формулою  
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Наприклад. Знайти повний диференціал функцій: 1) 
[image: image73.wmf]32

zxy

=

.

Частинні похідні даної функції: 
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2) 
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Отже, 
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Механічний зміст частинної похідної: Частинна похідна 
[image: image81.wmf]'
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) характеризує швидкість зміни функції в напрямі осі ОХ (або ОУ).
Геометричний зміст частинної похідної функції двох змінних: Графіком функції 
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 є деяка поверхня. Графіком функції 
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 є лінія перетину цієї поверхні площиною 
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. Виходячи з геометричного змісту похідної для функції однієї змінної, дістанемо, що 
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, де ( – кут між віссю ОХ і дотичною, проведеною до кривої 
[image: image87.wmf](

)

0

;

zfxy

=

 в точці 
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II. Диференціювання складних і неявних функцій.
1) Припустимо, що 
[image: image90.wmf](
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 – диференційована функція двох змінних 
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 та 
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 в деякій області D, а аргументи x та y є диференційовані функції деякої змінної t, тобто x = x(t), y = y(t). Тоді z = f(x(t);y(t)) = 
[image: image93.wmf](
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 – функція однієї змінної 
[image: image94.wmf]t

.
Теорема 2. Має місце рівність 
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Наприклад.  Знайти похідну 
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 функції 
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. Частинні похідні даної функції: 
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. Обчислимо 
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Одержимо: 
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2) Якщо аргументи 
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 та 
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 функції 
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 є функціями двох змінних 
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також є функцією двох змінних 
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Теорема 3. Має місце рівність  
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Наприклад. Знайти 
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складної функції 
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Частинні похідні даної функції: 
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. Підставивши в формулу  
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Одержимо 
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3) Якщо існує неперервна функція однієї змінної 
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 називається неявною функцією, яка задовольняє умову 
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Припустимо, що неперервна функція 
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Наприклад. Знайти похідну від неявної функції 
[image: image133.wmf]522

2420

yxyxy

++-=

.
Маємо 
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III. Економічний зміст частинних похідних.

Аналогічно поняттю еластичності функції однієї змінної можна ввести поняття частинних еластичностей функції двох змінних.
Припустимо, що функції 
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виражають попит на товари А і В, який залежить від ціни наці товари. Частинні еластичності попиту відносно цін 
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Частинна еластичність 
[image: image144.wmf]11
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 попиту на товар А відносно ціни товару А приблизно означає відсоток підвищення (або зниження) попиту на товар А, якщо ціна товару А зростає на 1%, а товару В залишається незмінною.

Частинна еластичність 
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 попиту на товар А відносно ціни товару В приблизно означає відсоток підвищення (або зниження) попиту на товар А, якщо ціна товару В зростає на 1%, а товару А залишається незмінною, і т.ін.

Наприклад. 1) Припустимо, що функція попиту на товар А є 
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Для 
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. Це означає, що коли ціна товару А зростає на 1%, а товару В залишається без змін, тоді попит на товар знижується на 0,3%. Далі 
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2) Задано функцію прибутку
[image: image152.wmf](
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 Обчислити попит на робочу силу, інвестиційний попит і товарну пропозицію за умови, що початковий капітал К0 дорівнює 16.
Про диференціюємо функцію за L і K. Прирівнювання похідних до нуля дасть змогу визначити значення використаної робочої сили і капіталу:
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Товарну пропозицію дістанемо підставлянням знайдених значень L і K на початок періоду у виробничу функцію. 
Інвестиційний попит – це різниця між значеннями кінцевого і початкового капіталу: 
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