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I. Похідні вищих порядків. Властивості похідної n – го порядку.

Нехай функція 
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Наприклад. Знайти похідні n – го порядку від функцій:  а) 
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Наприклад. Довести, що а)
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Розв’язання: а) 
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, задана функція є складеною, тому 
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, використаємо правила диференціювання функцій 
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Підставимо знайдені результати в рівняння 
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, рівність доведена.
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Підставимо обчислені значення в рівняння: 
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Отже, рівність доведена.

Нехай змінна 
[image: image46.wmf]y

 як функція аргументу 
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 задані як функції деякої третьої змінної 
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 мають необхідну кількість похідних по параметру 
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 в проміжку зміни цього параметра. Крім цього, будемо вважати, що функція 
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 як функцію змінної 
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По такому ж принципу обчислюють похідні третього і наступних порядків.
Наприклад. Знайти похідну другого порядку для функцій, заданих параметрично:

а) 
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Розв’язання: а) 
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Якщо функціональна залежність між 
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 задана неявно, тобто рівністю 
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 функції 
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 треба про диференціювати тотожність 
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 залежить від 
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, а потім розв’язати рівняння, яке одержали, відносно 
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Аналогічно обчислюється похідні вищих порядків.
Наприклад. Знайти похідні другого порядку функцій, заданих неявно:
а) 
[image: image77.wmf]22

21

xxyy

+-=

; б) 
[image: image78.wmf]sin

xyay

=-

; в) 
[image: image79.wmf]lnln

yxxyxy

-=+

.
Розв’язання: а) 
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Нехай функція 
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 має другу похідну в точці 
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Нехай 
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 неперервна і строго монотонна в деякому околі точки 
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Властивості похідної n- го порядку
Т.1. Похідна n- го порядку від суми скінченого числа n раз диференційованих функцій дорівнює сумі похідних n- го порядку, взятих від кожного доданку суми
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Т.2. Сталий множник можна винести за знак похідної n – го порядку 
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Т.3. Якщо 
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 - дві функції, що мають похідні до n – го порядку включно, то

[image: image120.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

121

121

...

n

nnnnn

n

nnn

fgfgCfgCfgCfgfg

---

-

¢¢¢¢

=+++++

.
Наприклад. Знайти 
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Розв’язання: За формулою Лейбніца 
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II. Диференціали вищих порядків та їх властивості.

Нехай задана функція 
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Диференціал від диференціала функції називається диференціалом другого порядку і позначається 
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 при диференціюванні виноситься за знак похідної і отримуємо: 
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Диференціалом n – го порядку називається перший диференціал від диференціалу 
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При обчисленні диференціалів вищих порядків є суттєвим, чи є 
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Лише при умові 
[image: image158.wmf]2
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 отримаємо 
[image: image159.wmf]22
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. Отже, коли 
[image: image160.wmf]x

 є залежна змінна форма диференціала другого порядку порушується.
Наприклад. Знайти 
[image: image161.wmf]5
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Розв’язання.  
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Властивості диференціалів вищих порядків
1. 
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III. Застосування похідної в економіці.

Використання різного типу функцій в економічних дослідженнях дозволило математично описати і пояснити багато економічних явищ. Найпоширенішими функціями, що використовуються в економіці, є так звані виробничі функції. Виробнича функція – функція, яка визначає залежність обсягу виробництва, що може бути досягнутий при наявних ресурсах при певному типі технології. Така функція застосовується до фірми, а сукупна виробнича функція – до економіки в цілому. Вони можуть бути як елементарними, так і більш складними. До виробничих функцій слід віднести такі функції: попиту, пропозиції, витрат, доходу.
1. Функція попиту – залежність попиту на товар від ціни на нього. 
[image: image169.wmf]()
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, де 
[image: image170.wmf]Q
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обсяг попиту на товар
[image: image171.wmf]x

 за одиницю часу, 
[image: image172.wmf]p
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ціна товару 
[image: image173.wmf]x
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Наприклад. Нехай 
[image: image174.wmf]200
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. У цьому випадку із зростанням ціни 
[image: image175.wmf]p

 на товар 
[image: image176.wmf]x

 обсяг попиту спадає. Зокрема, при 
[image: image177.wmf]1,2,3
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 значення 
[image: image178.wmf]50,40,33,3
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В багатьох економічних дослідженнях необхідно визначити не величину попиту, а його зміну, викликану відповідною зміною ціни.
Нехай задана функція 
[image: image179.wmf]()
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відповідні прирости залежної і незалежної змінних. Тоді 
[image: image181.wmf](

)

(

)

yfxxfx

D=+D-

, а відносний приріст залежної змінної буде 
[image: image182.wmf]y
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. Розглянемо відношення відносного приросту функції до відносного приросту незалежної змінної 
[image: image183.wmf]:
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. Це відношення показує у скільки разів відносний приріст функції більший за відносний приріст незалежної змінної. Якщо існує похідна функції 
[image: image184.wmf](
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[image: image185.wmf](

)

0

lim:

x

yxx

fx

yxy

D®

æö

DD

¢

=×

ç÷

èø

.
Границя відношення відносного приросту функції 
[image: image186.wmf]()
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 до відносного  приросту незалежної змінної, коли 
[image: image187.wmf]0
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, називається еластичністю функції 
[image: image188.wmf]()
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 відносно змінної х. еластичність позначається 
[image: image189.wmf](
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Згідно означення, еластичністю попиту відносно ціни на продукцію буде функція 


[image: image191.wmf](
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, яка вказує на скільки відсотків зміниться попит, якщо ціна зросте на 1%. Із збільшенням ціни продукції попит на неї падає. Отже, справедлива нерівність 
[image: image192.wmf]0
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. Щоб не було від’ємних чисел при вивченні еластичності попиту домовимося, що 
[image: image193.wmf](
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- Якщо 
[image: image194.wmf](
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, то підвищення ціни на 1% відповідає зниженню попиту рівно на 1% (попит нейтральний).

- Якщо 
[image: image195.wmf](
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, то підвищення ціни на 1%відповідає зниженню попиту менше, ніж на 1% (попит нееластичний).
Залежність ціни від попиту виражається оберненою функцією 
[image: image196.wmf]()
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 до функції 
[image: image197.wmf]()
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Якщо кількість 
[image: image198.wmf](
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проданого товару помножити на ціну 
[image: image199.wmf]p

 за одиницю продукції, отримаємо сумарний виторг продавця або сумарні витрати покупця. Сумарний виторг 
[image: image200.wmf](
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 є функцією ціни або попиту, бо 
[image: image201.wmf](
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. Функція сумарного виторгу – залежність між сумарним виторгом і кількістю проданого товару.
Наприклад. Залежність ціни від попиту задається співвідношенням 
[image: image202.wmf]200
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. Визначити функцію сумарного виторгу.

Розв’язування. Функція сумарного виторгу матиме вигляд: 
[image: image203.wmf]200
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. Якщо 
[image: image204.wmf]0,1,2,
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2. Функція пропозиції – залежність обсягу запропонованої продукції від ринкової ціни, тобто ціни від кількості запропонованої продукції 
[image: image206.wmf](
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, де 
[image: image207.wmf]D
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обсяг пропозиції товару 
[image: image208.wmf]x

 за одиницю часу, 
[image: image209.wmf]p
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ціна товару 
[image: image210.wmf]x

.
Оберненою до цієї функції є залежність ціни від пропозиції, тобто цін пропозиції.
Наприклад. Функція ціни має вигляд 
[image: image211.wmf]2
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, де 
[image: image212.wmf]p
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ціна, 
[image: image213.wmf]D
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- попит. Визначити функцію попиту.
Розв’язок. Функція попиту – обернена до функції ціни попиту. Її визначимо, розв’язавши рівняння стосовно 
[image: image214.wmf]D
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: 
[image: image215.wmf]5
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Зауваження. Взаємодія попиту і пропозиції на ринку призводить до рівноваги, при якій величини попиту і пропозиції рівні: 
[image: image216.wmf]Ds
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. Встановлення ціни вище рівноважної призводить до появи надлишку товару, а нижче рівноважної – до дефіциту товару.

Наприклад. Функція попиту населення на товар: 
[image: image217.wmf]5;
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 функція пропозиції товару 
[image: image218.wmf]4
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, де 
[image: image219.wmf]s
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обсяг попиту, 
[image: image220.wmf]D
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обсяг пропозиції, 
[image: image221.wmf]p
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ціна. Визначити, як вплине на ціну товару зменшення попиту на 20%.
Розв’язок. Визначимо рівноважну ціну 
[image: image222.wmf]p

 за формулою 
[image: image223.wmf]Ds

QQ

=

. Одержимо: 
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Зменшення попиту на 20% означає, що потрібна кількість товару становить 80%=0,8 від попередньої для кожного значення ціни.

За умовою 
[image: image226.wmf]5
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, тоді нова функція попиту матиме вигляд 
[image: image227.wmf]0,80,850,840,8
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. Пропозиція не змінилася, тому 
[image: image228.wmf]4
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. Знаходимо нову рівноважну ціну: 
[image: image229.wmf]11
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image230.wmf]11
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. Тоді 
[image: image231.wmf]1
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. Отже, спад попиту на 20% призводить до зменшення ціни на 0,4 од.за одиницю товару.
3. Функція витрат – залежність між витратами виробництва деякої продукції і обсягом виробництва цієї продукції: 
[image: image232.wmf](
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. 
Витрати поділяються на загальні, постійні та змінні.
Загальні (сумарні) витрати виробництва визначаються як сума постійних і змінних витрат: 
[image: image233.wmf]ccc
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Постійні витрати 
[image: image234.wmf]c

F

 - це витрати, які не залежать від обсягу виробництва , існують навіть тоді, коли продукцію не виробляють /(орендна плата, плата за кредит, амортизаційні відрахування).
Змінні витрати 
[image: image235.wmf]c
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- витрати, які змінюються із зміною обсягу виробництва (сировина, матеріали, зарплата робітників).
Середні витрати – витрати в розрахунку на одиницю продукції: 
[image: image236.wmf](
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Наприклад. Залежність між витратами виробництва даного продукту і кількістю вироблених одиниць цього продукту має вигляд: 
[image: image237.wmf]3
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, де 
[image: image238.wmf]x
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кількість одиниць виробленого продукту. Розрахувати витрати та середні витрати виробництва при виробництві 1, 2, 3 одиниць продукції.

Розв’язок. Для знаходження витрат виробництва обчислимо значення 
[image: image239.wmf]K

для відповідних значень 
[image: image240.wmf]:
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[image: image241.wmf](
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Для цього випадку функція середніх витрат матиме вигляд: 


[image: image242.wmf]3
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Обчислимо середні витрати при виробництві 
[image: image243.wmf]x

 одиниць продукції: 
[image: image244.wmf](1)199,9;(2)199,6;(3)199,1
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4. Функція доходу – залежність доходу підприємства від вартості виробленої продукції: 
[image: image245.wmf]()
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, де 
[image: image246.wmf]R
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дохід, 
[image: image247.wmf]p
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ціна одиниці продукції.
Валовий дохід 
[image: image248.wmf](
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, який отримує підприємство (фірма), дорівнює добутку ціни 
[image: image249.wmf]p

 проданого товару на обсяг продажу 
[image: image250.wmf]:
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Прибуток 
[image: image253.wmf](
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- величина, на яку валовий дохід 
[image: image254.wmf](
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 підприємства перевищує його сукупні витрати 
[image: image255.wmf](
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Середній дохід 
[image: image256.wmf](
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дохід підприємства (фірми) у розрахунку на одиницю продукції.
Наприклад. Витрати на паливо для руху океанського танкера, пропорціонально кубу його швидкості і складають 20 ум.од. на годину при швидкості 10 вузлів ( 1 вузел = 1 милі на годину), а всі інші витрати складають 100 ум.од. на годину. Знайти найбільш економну швидкість руху при тихій погоді. Обчислити додатковий прибуток, якщо відстань від порту призначення 1000 морських миль (1 морська миля = 1852 км).

Розв’язання. Нехай 
[image: image257.wmf]x

 вузлів найбільш економна швидкість руху океанського танкера. Розхід палива при швидкості 1 вузел 
[image: image258.wmf]3
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[image: image259.wmf]x

 вузлів 
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. Час руху, за який танкер пройде 1000 морських миль 
[image: image261.wmf]1000
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Складемо функцію витрат засобів за один рейс 
[image: image262.wmf]3
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, а врахувавши і інші витрати, які складають 100у.о. на годину, отримаємо: 
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Отже, 13,6 вузлів – найбільш економна швидкість. Обчислимо витрати засобів на 1000 морських миль при швидкості 10 і 13,6 вузлів. 
[image: image270.wmf](
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[image: image271.wmf](
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 Додатковий прибуток 
[image: image272.wmf].
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 за один рейс становить: 
[image: image273.wmf].1
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Відповідь. Додатковий прибуток за 1 рейс в 1000 морських миль складає приблизно 970 у.о.
Наприклад. З відходів основного виробництва, які є квадратними кусками листового заліза із стороною, що дорівнює 
[image: image274.wmf],
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цех виготовляє коробки без кришки, вирізаючи по куткам такі квадратики, щоб загинаючи отримані виступи, виготовити коробку найбільшого об’єму. Яка повинна бути довжина сторони вирізних квадратиків? Зробити висновки.

Розв’язок. Нехай 
[image: image275.wmf]a
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сторона вирізних квадратиків, висота коробки 
[image: image276.wmf]x

, довжина дна коробки 
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[image: image278.wmf](
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[image: image279.wmf],
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 при якому функція 
[image: image280.wmf]V

 досягне 
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. Якщо вирізати квадратики із стороною 
[image: image286.wmf]2
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, то від куска заліза нічого не залишиться і об’єм коробки буде дорівнювати 0.
При 
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 максимальний об’єм коробки 
[image: image288.wmf]3
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Навчальні завдання

1. Знайти похідні n – го порядку від функцій:  а) 
[image: image289.wmf]yx
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2. Довести, що а)
[image: image291.wmf]3
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[image: image292.wmf](
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3. Знайти похідну другого порядку для функцій, заданих параметрично:

а) 
[image: image293.wmf]23
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[image: image294.wmf](
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4. Знайти похідні другого порядку функцій, заданих неявно:

а) 
[image: image295.wmf]22
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; б) 
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; в) 
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5. Знайти 
[image: image298.wmf](
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 для функції 
[image: image299.wmf]3
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6. Знайти 
[image: image300.wmf]5
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, якщо 
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, при 
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7. Залежність ціни від попиту задається співвідношенням 
[image: image303.wmf]200
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. Визначити функцію сумарного виторгу.

8. Функція ціни має вигляд 
[image: image304.wmf]2
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, де 
[image: image305.wmf]p
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ціна, 
[image: image306.wmf]D

Q

- попит. Визначити функцію попиту.

9. Функція попиту населення на товар: 
[image: image307.wmf]5;
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 функція пропозиції товару 
[image: image308.wmf]4
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, де 
[image: image309.wmf]s
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обсяг попиту, 
[image: image310.wmf]D

Q
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обсяг пропозиції, 
[image: image311.wmf]p

-

ціна. Визначити, як вплине на ціну товару зменшення попиту на 20%.
10. Залежність між витратами виробництва даного продукту і кількістю вироблених одиниць цього продукту має вигляд: 
[image: image312.wmf]3
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, де 
[image: image313.wmf]x
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кількість одиниць виробленого продукту. Розрахувати витрати та середні витрати виробництва при виробництві 1, 2, 3 одиниць продукції.

11. Витрати на паливо для руху океанського танкера, пропорціонально кубу його швидкості і складають 20 ум.од. на годину при швидкості 10 вузлів ( 1 вузел = 1 милі на годину), а всі інші витрати складають 100 ум.од. на годину. Знайти найбільш економну швидкість руху при тихій погоді. Обчислити додатковий прибуток, якщо відстань від порту призначення 1000 морських миль (1 морська миля = 1852 км).

12. З відходів основного виробництва, які є квадратними кусками листового заліза із стороною, що дорівнює 
[image: image314.wmf],

a

цех виготовляє коробки без кришки, вирізаючи по куткам такі квадратики, щоб загинаючи отримані виступи, виготовити коробку найбільшого об’єму. Яка повинна бути довжина сторони вирізних квадратиків? Зробити висновки.
13. Прямокутну ділянку землі 90000
[image: image315.wmf]2

м

 потрібно окопати вздовж границі ровом. Як вибрати розміри сторін ділянки, щоб на викопування рову використати мінімальну кількість засобів? 

14.  потрібно побудувати відкритий циліндричний резервуар об’ємом 1500 
[image: image316.wmf]3

м

 води. Обчислити максимально економічне відношення висоти і радіус резервуара, якщо вартість матеріалу, з якого виготовляється дно резервуара, в два рази більша вартості матеріалу, що йде на бокові стінки. При яких розмірах резервуара побудова його буде найбільше дешевою.
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