Лекція 4. Основні теореми диференціального числення. Похідні і диференціали вищих порядків. Правило Лопіталя
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1. Основні теореми диференціального числення.

Теорема Ферма. Нехай функція 
[image: image1.wmf]()

yfx

=

 неперервна на інтервалі 
[image: image2.wmf](

)

;

ab

 і набуває

 свого найбільшого і найменшого значення у деякій точці с цього інтервалу. Тоді, якщо в точці с існує похідна 
[image: image3.wmf](

)

fc

¢

, то 
[image: image4.wmf](

)

0

fc

¢

=

.

Терема Ролля. Якщо функція 
[image: image5.wmf]()

yfx

=

 неперервна на відрізку 
[image: image6.wmf][

]

;

ab

, диференційована в інтервалі 
[image: image7.wmf](

)

;

ab

 і на кінцях відрізка набуває однакових значень 
[image: image8.wmf]()()

fafb

=

, то знайдеться хоча б одна точка 
[image: image9.wmf](

)

;

cab

Î

, в якій 
[image: image10.wmf](

)

0

fc

¢

=

.

Якщо 
[image: image11.wmf]()()0

fafb

==

, то теорему Ролля (теорему про корені похідної) можна сформулювати так: між двома коренями функції лежить хоча б один корінь похідної.

Наприклад. Функція 
[image: image12.wmf]1

yx

=-

 неперервна на відрізку 
[image: image13.wmf][

]

1;1

-

 і має на його кінцях рівні значення 
[image: image14.wmf](1)(1)0

ff

-==

. Проте не існує жодної точки 
[image: image15.wmf][

]

1;1

x

Î-

, де б 
[image: image16.wmf]()0

fx

¢

=

. Це пояснюється тим, що при х = 0 дана функція недиференційована.

Терема Коші. Якщо функції 
[image: image17.wmf]()

fx

 і 
[image: image18.wmf](

)

x

j

 неперервні на відрізку 
[image: image19.wmf][

]

;

ab

, диференційовані на інтервалі 
[image: image20.wmf](

)

;

ab

, причому 
[image: image21.wmf](

)

(

)

0,;

xxab

j

¢

¹Î

, то існує така точка 
[image: image22.wmf](

)

;

cab

Î

, що 
[image: image23.wmf]()()()

()()()

fbfafc

bac

jjj

¢

-

=

¢

-

.

Теорема Лагранжа. Якщо функція 
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Теорема Лагранжа стверджує, що в деякий момент часу 
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Наприклад. Довести, що 
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Теорема (правило Лопіталя). Границя відношення двох нескінченно малих або нескінченно великих функцій дорівнює границі відношення їхніх похідних (скінченній або нескінченній), якщо остання існує.
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Наприклад 10. Знайти а) 
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а) Виконавши граничний перехід, дістанемо невизначеність вигляду 
[image: image69.wmf]0

0

éù

êú

ëû

. Застосовуємо правило Лопіталя: 
[image: image70.wmf](

)

(

)

000

sin7

sin77cos7

limlimlim

222

2

xxx

x

xx

x

x

®®®

¢

===

¢

.

б) 
[image: image71.wmf](

)

(

)

2

2

32

3

31

3123

limlimlim

27567

275

xxx

xx

xxx

xxx

xx

®¥®¥®¥

¢

++

+++

==

+++

¢

++
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Перетворення невизначеностей виду 
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Наприклад 11. Знайти 
[image: image85.wmf](

)

3

0

limln

x

xx

®

.


[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

33

00000

3

34

1

ln

ln1

limlnlimlimlimlim0

13

3

xxxxx

x

x

x

xxx

x

xx

®®®®®

-

¢

====-=

¢

-

.

- Невизначеність 
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Ці невизначеності за допомогою логарифмування зводяться до невизначеності вигляду 
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Наприклад 12. Знайти границю а) 
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Наприклад 13. Знайти границю 
[image: image127.wmf]0

11

lim

sin

x

xx

®

æö

-

ç÷

èø

.
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2. Похідні і диференціали вищих порядків
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