Лекція 1. Функціональна залежність. Функції однієї і багатьох змінних. Границя функцій та дослідження на неперервність. 
План

1. Функціональна залежність між величинами.

2. Елементарні функції та їх використання в економічних задачах.

3. Границя функції. Основні теореми про границі.

4. Задачі для самостійної роботи.

1. Функціональна залежність між величинами.

Вивчаючи те, чи інше явище ми оперуємо кількома величинами, які пов’язані між собою так, що зміна деяких з них приводить до зміни інших.

Такий взаємозв’язок у математиці виражається за допомогою функцій. Цей термін вперше ввів Г.Лейбніц.

Означення. Якщо кожному числу 
[image: image1.wmf]x

 з деякої числової множини 
[image: image2.wmf]X

 за певним правилом поставлене у відповідність єдине число 
[image: image3.wmf]y

, то кажуть, що 
[image: image4.wmf]y

 є функція від 
[image: image5.wmf]x

 і пишуть 
[image: image6.wmf](),
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. Це означення належить М.І.Лобачевському і Л.Діріхле.

Змінна 
[image: image7.wmf]x

 називається незалежною змінною, або аргументом, змінна 
[image: image8.wmf]y
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залежною змінною, або функцією. Множина 
[image: image9.wmf]X

 називається областю визначення, множина 
[image: image10.wmf]Y

 усіх чисел, для яких виконується 
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yfx

=

, де 
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 називається множиною значень.
Якщо кожному значенню 
[image: image13.wmf]x

 відповідає одне значення 
[image: image14.wmf]y

(за певним правилом) то величина 
[image: image15.wmf]y

 називається однозначною функцією змінної величини 
[image: image16.wmf]x

.

Якщо кожному значенню 
[image: image17.wmf]x

 відповідає кілька значень змінної , то величина 
[image: image18.wmf]y

 називається багатозначною функцією 
[image: image19.wmf]x

.

Наприклад 1. 1) З формули 
[image: image20.wmf]Svt

=×

, де 
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=

, 
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 є функція від 
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2) Формула 
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, де 
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кількість купленого товару, 
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стала ціна, 
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вартість купленого товару, тобто 
[image: image28.wmf]k

 є функцією від 
[image: image29.wmf]Q

. З економічного змісту, областю визначення цієї функції є всі невід’ємні числа 
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Наприклад 2. Знайти область визначення функцій:

а) 
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. Ця функція має зміст, якщо 
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. Розв’язавши цю нерівність, отримаємо 
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б) 
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. Ця функція має зміст при 
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. Ця функція має зміст, якщо 
[image: image43.wmf]2

4

0

2

x

x

-

³

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.wmf]20
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. Враховуючи області визначення даних функцій отримаємо: 
[image: image48.wmf]11,

40;

x

x

-££

ì

í

->

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]13,

4;

x

x

££

ì

Þ

í

<

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image50.wmf][

]

1;3

x

ÞÎ

.

Щоб задати функцію 
[image: image51.wmf]()
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, треба вказати її область визначення 
[image: image52.wmf]X

, множину значень 
[image: image53.wmf]Y

 і правило, за яким відбувається залежність.

До основних способів задання функцій відносяться:

а) аналітичний: Якщо функція задається формулою, яка виражає зв’язок між аргументом і функцією, то говорять, що вона задана аналітично.

Наприклад 3. У формулі 
[image: image54.wmf]8
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 додатковий час роботи 
[image: image55.wmf]m

 виступає як функція однієї змінної 
[image: image56.wmf]v

, де 
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основний час роботи.

б) табличний: Для заданої функції можна скласти таблицю, або табулювати функцію. Для заданої таблично функції знайти точний аналітичний вираз, як правило, неможливо. Проте завжди можна побудувати формулу /(і не одну), яка для значень аргументу з таблиці буде давати відповідні табличні значення функції. Така формула називається інтерполяційною.

Наприклад 4. Необхідно встановити залежність між ціною 
[image: image58.wmf](
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 на рибу та обсягом попиту 
[image: image59.wmf](
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 на неї за місяць. Результати спостережень задані у таблиці:

	
[image: image60.wmf]p

 грн. за кг
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[image: image61.wmf]K

 тонн за місяць
	15
	12
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З наведеної таблиці видно, що обсяг попиту змінюється із зміною ціни на рибу, і кожному значенню 
[image: image62.wmf]p

 відповідає певне значення 
[image: image63.wmf]K

. Отже, обсяг попиту 
[image: image64.wmf]K

 є функцією ціни 
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, тобто 
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. При цьому відповідність між 
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 і 
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 визначається таблично.

в) графічний: Графічний спосіб задання функції 
[image: image69.wmf]()
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 полягає в тому що залежність між аргументом 
[image: image70.wmf]x

 і функцією 
[image: image71.wmf]y

 встановлюється з допомогою графіка.

Графіком називається множина точок координатної площини, координати яких задовольняють рівність 
[image: image72.wmf]()
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Аналітичний і табличний способи задання функції на відміну від графічного, не мають наглядності, але мають ряд інших переваг. Як правило, усі способи задання пов’язані між собою: за таблицею можна побудувати графік, підібрати формулу. Але бувають винятки коли такий перехід здійснити неможливо. Прикладом може бути функція Діріхле, графік якої нарисувати неможливо 
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 2. Елементарні функції та їх використання в економічних задачах.
Кількість функцій з якими доводиться мати справу в економіці, обмежується спеціальними класами. Розглянемо дійсні функції, які в свою чергу поділяються на:

алгебраїчні (функції, які утворені з допомогою операцій додавання, множення, ділення, піднесення до степеня). Наприклад: цілі раціональні, дробово-раціональні та степеневі функції.

трансцендентні ( не можуть бути утворені за допомогою чотирьох алгебраїчних дій). Наприклад: тригонометричні, обернені тригонометричні, логарифмічна і показникові, складна функції, гармонічні коливання.

Лінійна функція і її графік описують економічні залежності між величинами, які пов’язані відношенням пропорційності.

Класичним прикладом застосування такої функції в економіці є залежність загальних витрат виробництва від обсягу випущеної продукції.

Наприклад 5. Записати залежність витрат виробництва на підприємстві від обсягу виробленої однорідної продукції.

Витрати виробництва на підприємстві, де виробляється однорідна продукція можна розділити на дві групи:

1) змінні витрати, які пропорційні обсягу випущеної продукції (сировина, матеріали, заробітна плата, транспортування і т.д.);

2) постійні витрати, які не залежать від обсягу випущеної продукції (затрати на утримання адмінспоруди, опалення і т.д.)

Якщо прийняти за 
[image: image74.wmf]b
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 постійні витрати, 
[image: image75.wmf]k
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змінні витрати, 
[image: image76.wmf]x
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кількість одиниць випущеної продукції, то повні (сумарні) витрати виробництва в даному періоді становитимуть 
[image: image77.wmf]ykxb
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Наприклад 6. Фірма платить продавцю за 
[image: image78.wmf]x

 одиниць проданого товару 
[image: image79.wmf](
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грн.., якщо продано товару менше, ніж 40 од., та доплачує йому 20% комісійних, якщо товару продано 40 од. і більше. Описати залежність між кількістю проданого товару та заробітною платою, отриманою продавцем.

Залежно від інтервалу, в якому міститься кількість проданого товару, функція матиме різний вигляд, а саме 
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Цілою раціональною функцією називається функція вигляду
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, де 
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цілі додатні числа.

Функція, яка є часткою двох цілих раціональних функцій, називається дробово-раціональною функцією, або раціональним дробом.

Наприклад 7. Нехай з моменту часу 
[image: image83.wmf]0
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 почато рівномірне виробництво машин деякого типу, вартість яких оцінюється 10000 грн. на рік. Термін служби кожної машини – 10 років. Визначити:

1) як зміниться вартість парку машин, якщо кожна машина оцінюється за своєю початковою вартістю без урахування амортизації;

2) як зміниться вартість машин із урахуванням амортизаційних відрахувань.

Нехай 
[image: image84.wmf]S
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вартість діючого парку машин за 
[image: image85.wmf]t

 років. Тоді за умовою 
[image: image86.wmf]10000
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 (через 1 рік машин буде на суму 10000 грн., через 2 роки на 20000 грн. і т.д.). Нехай амортизація нагромаджується рівномірно  і за 10 років становитиме 10% загальної вартості машин. Позначимо через 
[image: image87.wmf]y
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вартість парку машин із урахуванням зношеності. визначимо вартість машин за 
[image: image88.wmf]t

 років. За умовою машини надійшли упродовж проміжку 
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, тому середній вік машини 
[image: image90.wmf]0,5
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, тобто в середньому ці машини зношені на частину, що дорівнює 
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. Отже, амортизаційний фонд 
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 становить: 
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. Тоді вартість парку машин із урахуванням зношеності: 
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.графіком цієї функції є парабола.

Обернена пропорційність. Гіперболічна функція.

Наприклад 8. Витрати виробництва 
[image: image95.wmf]y

 випущеної продукції 
[image: image96.wmf]x

 виражаються функцією 
[image: image97.wmf]40,5
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. Скласти функцію собівартості, тобто обсяг витрат виробництва на одиницю продукції.

Позначимо собівартість одиниці продукції через z. Тоді 
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. Графіком цієї функції є гіпербола.

Наприклад 9. Нехай середній розмір зарплати на одного працюючого 
[image: image99.wmf]A

 гривень. при наявності в середньому в одного працюючого 
[image: image100.wmf]x

 членів сім’ї, дохід на одного члена цієї сім’ї можна розрахувати за формулою: 
[image: image101.wmf]1
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, де 
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середній дохід на одного члена сім’ї. графіком такої залежності є гіпербола. 

Показникові і логарифмічні функції.

Функція вигляду 
[image: image103.wmf](
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, називається показниковою.
Наприклад 10. Якщо одна гривня буде вкладена під складний процент при ставці 5% річних, то вартість її через 
[image: image105.wmf]x

 років буде виражатися функцією 
[image: image106.wmf]1,05
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, а це показникова функція.

Наприклад 11. Продуктивність праці на заводі збільшується щороку майже на однакову кількість процентів. У результаті за три останні роки вона зросла на 33,1%. На скільки процентів продуктивність праці збільшувалась щорічно?

Нехай продуктивність праці спочатку дорівнювала 
[image: image107.wmf]1
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 і щороку збільшувалась у середньому на 
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через рік: 
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через два роки: 
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через 
[image: image111.wmf]n

 років: 
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За умовою задачі 
[image: image113.wmf]3,33,1%,

np

==

 тоді, підставивши в останню формулу одержимо: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image115.wmf]3
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або    
[image: image116.wmf]3
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Функція вигляду 
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, називається логарифмічною.
Наприклад 12. Щорічний приріст продукції становить 10%. Через скільки років випуск продукції збільшиться у два рази?

Використовуючи формули попереднього приклада, одержимо рівняння:
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, про логарифмувавши рівність, одержимо 
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3. Границя функції. Основні теореми про границі.

Числова послідовність є частинним випадком функції. Тому узагальнимо поняття границі на довільній функції. Нехай функція 
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Іншими словами, число А є границею функції 
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Всі теореми про границі мають місце при 
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Теорема 1. Для того, щоб число А було границею функції 
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Наслідок. Функція не може мати в одній точці дві різні границі.

Теорема 2. Границя постійної величини дорівнює сталій.

Теорема 3. Якщо функція 
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Теорема 4. Якщо функції 
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Наслідок. Якщо функція
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Наслідок. Сталий множник можна виносити за знак границі 
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Наприклад 13. Обчислити границі: а) 
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Використовуючи теореми 4 і 2 і наслідки, послідовно отримаємо:
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Як показали розв’язки наведених прикладів, в простих випадках знаходження границі зводиться до підстановки в даний вираз граничного значення аргументу.

Границі чисельник і знаменник при 
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 дорівнює 0 такою підстановкою обчислити границю не можна, бо при 
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 дістанемо відношення двох нескінченно малих величин. Розкладемо чисельник і знаменник на множники, щоб скоротити дріб на спільний множник, який прямує до 0 і застосуємо теорему 3. 

Наприклад 14 .

1) Границя чисельника не дорівнює нулю: 
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2) Границя чисельника дорівнює нулю: - 
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Але границя існує і її можна знайти. 
Для цього перетворимо заданий вираз  
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. Границя дільника дорівнює нулю, отже, теорему 4 застосувати не можна. Тому ознайомимося з поняттями нескінченно малих і нескінченно великих величин.

	Означення. Функція 
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	Означення. Функція 
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	Властивості:

1. Якщо функції 
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2. Добуток сталої на нескінченно малу є нескінченно мала.

3. Добуток обмеженої при 
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функції на нескінченно малу є функція нескінченно мала.

Означення. Функція 
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	Властивості:
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При обчисленні границь функцій, що містять 

- тригонометричні функції: використовують основну границю 
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Наприклад 17.
1) Обчислити 
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