Тема:

Транспортна задача лінійного програмування

Теоретичні відомості

Економічна постановка задачі, її математична модель


Постановка транспортної задачі пов'язана з визначенням такого плану пере​везення вантажу від постачальників до споживачів, при якому загальні транспортні витрати були б найменшими за умови, що мають бути задоволені потреби спожи​вачів. Можливості кожного постачальника, а також потреби кожного споживача вважаються відомими.

Для побудови економіко-математичної моделі транспортної задачі введемо позначення: 
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 – кількість постачальників; 
[image: image2.wmf]i
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 – кількість вантажу в 
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-го постачальника, 
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 – кількість споживачів; 
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 – номер споживача, 
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 – потреби 
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-го споживача, 
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– вартість перевезення одиниці вантажу від 
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-го постачальника до 
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-го споживача, 
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. Змінні моделі 
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 означають кількість вантажу, який перевозиться від 
[image: image19.wmf]i

-го постачальника до 
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-го споживача. Тоді умову задачі можна записати у вигляді наступної таблиці (Табл. 1):
Загальні транспортні витрати 
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 обчислюються за формулою:
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Згідно з критерієм оптимальності ці витрати мають бути мінімальними, тому цільова функція транспортної задачі прямує до мінімуму:           
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План перевезень 
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 має задовольняти умови:
· загальний обсяг вантажу, який вивозиться від кожного постачальника, повинен бути рівним його запасу:
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· обсяг вантажу, який надходить кожному споживачеві, повинен бути рівним його потребам:
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· обсяги вантажу на кожному з маршрутів мають бути невід'ємними:
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Таблиця 1 – Матриця планування 
	Постачальники
	Споживачі
	Запаси

	
	1
	2
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	Потреби
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Система умов (13) – (16) є математичною моделлю транспортної задачі.

Якщо в транспортній задачі кількість продукції усіх постачальників рівна загальному попиту всіх споживачів, тобто  
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то таку транспортну задачу називають збалансованою або закритою. Якщо ж така умова не виконується, то ТЗ називається незбалансованою або відкритою.
Теорема. Будь-яка збалансована транспортна задача має розв’язок.

Для того, щоб розв’язати незбалансовану транспортну задачу спочатку необхідно її збалансувати. Можливі два випадки:

1. Загальні потреби споживачів більші від загального запасу продукції постачальників: 
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У такому разі ТЗ нерозв’язна через наявність дефіциту продукції. Для розв’язування такої задачі необхідно ввести фіктивного постачальника, який забезпечить 
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 одиниць продукції. Фіктивні поставки продукції 
 означають дефіцит продукції у 
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-го споживача.

2. Загальна кількість продукції постачальників більша від загального попиту споживачів: 
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Для розв’язування такої задачі необхідно ввести фіктивного споживача. 

Фіктивні поставки продукції 
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 означають залишок продукції у 
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-го постачальника.


І в першій, і в другій ситуації норми витрат на доставку продукції рівні нулю.


Математична модель транспортної задачі (13)–(16) є задачею лінійного програмування. Специфіка цієї задачі полягає у системі її обмежень, яка є системою з 
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 лінійних рівнянь відносно 
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 змінних 
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. Виявляється, що дана система складається з 
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 лінійно незалежних рівнянь. Тому опорному розв’язку відповідатиме 
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 лінійно незалежних векторів та кількість базисних маршрутів 
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 для будь-якої транспортної задачі дорівнює 
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Опорний план транспортної задачі називається невиродженим, якщо у ньому точно 
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 додатних компонент 
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Для розв’язування ТЗ можна використовувати симплекс-метод, проте зважаючи на специфіку ТЗ, можна застосовувати більш ефективний алгоритм  – метод потенціалів.    

Алгоритм методу потенціалів складається з таких етапів:

1. Визначення типу ТЗ (збалансована чи незбалансована). У другому випадку – збалансувати.

2. Побудова першого опорного плану ТЗ.

3. Визначення потенціалів опорного плану ТЗ.

4. Перевірка опорного плану ТЗ на оптимальність. Якщо умова оптимальності не виконується, то повторити дії, починаючи з п.3.

1. Як збалансувати ТЗ було розглянуто раніше. Переходимо до п.2.

2. Для побудови початкового опорного плану транспортної задачі існує кілька методів: північно-західного кута; мінімальної вартості; подвійної переваги, метод Фогеля та інші. Побудову опорного плану зручно подавати у вигляді таблиці, в якій постачальники продукції визначаються рядками, а споживачі - стовпчиками.

Метод північно-західного кута

Таблиця заповнюється починаючи з лівого верхнього кута (північно-західного кута), рухаючись далі по рядку вправо, або по стовпчику вниз. У клітинку (1.1) заноситься менше з чисел 
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Якщо 
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 і перший стовпчик закритий для заповнення інших його клітинок, тобто 
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 (потреби   першого   споживача   задоволені   повністю).   Далі рухаються по першому рядку в клітинку (1.2). У ній записується менше з чисел 
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Якщо 
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, то аналогічно закривається перший рядок, тобто 
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. Далі заповнюється клітинка (2.1), в яку заноситься 
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Заповнивши клітинку (1.2). або (2.1), переходять до заповнення третьої клітинки або по другому рядку, або по другому стовпчику. Цей процес продовжують до повного вичерпування продукції у пунктах, або повного задоволення потреб споживачів. Остання заповнена клітинка виявиться в останньому 
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-му рядку та 
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-му стовпчику.

План, отриманий методом північно-західного кута, буде опорним планом системи обмежень транспортної задачі.

Приклад 4. Методом північно-західного кута знайти опорний план ТЗ, умова якої задається таблицею:

	Постачальники
	Споживачі
	Запаси

	
	1
	2
	3
	4
	

	1
	
	6
	
	7
	
	3
	
	5
	100

	
	75
	
	25
	
	
	
	
	
	

	2
	
	4
	
	2
	
	5
	
	6
	150

	
	
	
	55
	
	60
	
	35
	
	

	3
	
	3
	
	10
	
	20
	
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	50
	
	

	Потреби
	75
	80
	60
	85
	


Опорний план: 
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Недоліком такого підходу до знаходження початкового опорного плану транспортної задачі є те, що у процесі визначення обсягів перевезень за маршрутами не враховують нормативи витрат на транспортування. Тому необхідно врахувати витрати при визначенні початкового опорного плану.

Метод мінімальної вартості.

Відмінність від попереднього методу полягає в тому, що на кожному кроці для включення в план вибирають найдешевший (тобто з мінімальним нормативом транспортних витрат) маршрут серед можливих, замість самого північно-західного. Обсяг вантажу, що перевозиться за визначеним маршрутом, і правило виключення з розгляду постачальників або споживачів зберігаються.

Приклад 5. Методом мінімальної вартості знайти опорний план ТЗ, умова якої задається таблицею (попередній приклад):

	Постачальники
	Споживачі
	Запаси

	
	1
	2
	3
	4
	

	1
	
	6
	
	7
	
	3
	
	5
	100

	
	5
	
	
	
	60
	
	35
	
	

	2
	
	4
	
	2
	
	5
	
	6
	150

	
	70
	
	80
	
	
	
	
	
	

	3
	
	3
	
	10
	
	20
	
	1
	50

	
	
	
	
	
	
	
	50
	
	

	Потреби
	75
	80
	60
	85
	


Опорний план: 
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Порівнюючи план перевезень, визначений методом північно-західного кута, з планом перевезень, знайденим методом мінімальної вартості, бачимо, що перевезення тієї самої кількості вантажів здійснено при менших транспортних витратах (765 проти 1295).

Зауваження. Варто зазначити, що ознакою опорності плану ТЗ є його ациклічність, тобто неможливість побудови циклу. Циклом транспортної задачі називають замкнену ламану лінію, вершини якої розміщуються в заповнених клітинках таблиці, а сторони проходять уздовж рядків і стовпчиків таблиці.

Якщо опорний план є виродженим, то для подальшого розв'язання задачі необхідно заповнити відповідну кількість порожніх клітинок, записуючи в них "нульове перевезення", але так, щоб при цьому не порушилася ациклічність плану.

3. На даному етапі розв’язування ТЗ визначають потенціали опорного розв’язку, який був отриманий одним із вищерозглянутих методів. Поняття потенціалу пов’язане із двоїстою до транспортної задачею. Випишемо цю пару взаємодвоїстих задач:
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У двоїстій задачі (17)–(18) 
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 – двоїсті змінні, які відповідають обмеженням (14) і називаються потенціалами постачальників, 
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 – двоїсті змінні, які відповідають обмеженням (15) і називаються потенціалами споживачів.

Визначають потенціали опорного плану розв’язавши систему рівнянь  
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, яка формується для всіх заповнених клітинок транспортної таблиці.

Оскільки для невиродженого початкового опорного плану заповнених клітинок  є 
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 необхідно розв’язати систему з 
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 рівнянь з 
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 змінними. Така система є невизначеною. Для усунення невизначеності одній із змінних надається довільне значення, наприклад покладають 
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. Тоді розв’язок системи визначається однозначно. 
4. При перевірці опорного плану ТЗ на оптимальність за допомогою потенціалів користуються наступним твердженням.

Теорема. (умова оптимальності опорного плану ТЗ).

Якщо для деякого опорного плану 
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  для всіх значень 
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  для всіх значень 
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то він є оптимальним планом транспортної задачі. Якщо хоча б для однієї клітинки ця умова не виконується, тобто 
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, то поточний план є неоптимальним і від нього необхідно перейти до нового опорного плану.

Перехід від одного опорного плану до іншого виконується заповненням клітинки, для якої порушено умову оптимальності. Якщо таких клітинок кілька, то для заповнення вибирають таку, що має найбільше порушення, тобто таку, для якої 
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Для вибраної порожньої клітинки будують цикл перерахування та виконують перерозподіл продукції в межах цього циклу за такими правилами:

1) кожній вершині циклу приписують певний знак, причому вільній клітинці – знак «+», а всім іншим по черзі – знаки «–» та«+»;

2)  у порожню клітинку переносять менше з чисел 
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x

, що стоять у клітинках зі знаком «–», яке позначають через 
[image: image116.wmf]q

. Одночасно це число додають до відповідних чисел, які розміщуються в клітинках зі знаком «+».
Отже, клітинка, що була вільною, стає заповненою, а відповідна клітинка з мінімальним числом 
[image: image117.wmf]=
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 стане порожньою. У результаті такого перерозподілу продукції отримується новий опорний план транспортної задачі.

5. Далі повторюються кроки алгоритму, починаючи з кроку 3.

Розглянемо застосування методу потенціалів на прикладі.

Приклад 6. Розв'язати методом потенціалів транспортну задачу, умова якої задається наступною таблицею:

	Постачальники
	Споживачі
	Запаси

	
	1
	2
	3
	4
	

	1
	
	1
	
	5
	
	6
	
	1
	90

	
	70
	
	
	
	
	
	20
	
	

	2
	
	4
	
	1
	
	3
	
	4
	100

	
	
	
	60
	
	40
	
	
	
	

	3
	
	3
	
	3
	
	5
	
	6
	90

	
	
	
	
	
	40
	
	50
	
	

	Потреби
	70
	60
	80
	70
	280


Знайдемо перший опрний розв’язок методом мінімальної вартості:

	Постачальники
	Споживачі
	Запаси
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	1
	2
	3
	4
	
	

	1
	–
	1
	
	5
	
	6
	+
	1
	90
	0

	
	70
	
	
	
	
	
	20
	
	
	

	2
	
	4
	
	1
	
	3
	
	4
	100
	3

	
	
	
	60
	
	40
	
	
	
	
	

	3
	+
	3
	
	3
	
	5
	–
	6
	90
	5

	
	
	
	
	
	40
	
	50
	
	
	

	Потреби
	70
	60
	80
	70
	280
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	1
	–2
	0
	1
	
	

	(1,2)
	-2+0<=5
	+
	

	(1,3)
	0+0<=6
	+
	

	(2,1)
	1+3<=4
	+
	

	(2,4)
	1+3<=4
	+
	

	(3,1)
	1+5<=3
	–
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	(3,2)
	-2+5<=3
	+
	


Будуємо цикл перерахування клітини (3,1) (вершини циклу позначені на рисунку). Нумеруємо вершини плюсами та мінусами, визначаємо 
[image: image121.wmf]min{70;50}50

==

q

. До клітинок з "+" додаємо 50, від клітин з "–" віднімаємо 50. Отримуємо новий опорний розв'язок, який аналогічно перевіряємо на оптимальність за допомогою потенціалів.    

	Постачальники
	Споживачі
	Запаси
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	1
	1
	3
	1
	
	

	(1,2)
	0+1<=5
	+
	

	(1,3)
	0+3<=6
	+
	

	(2,1)
	0+1<=4
	+
	

	(2,4)
	0+1<=4
	+
	

	(3,2)
	2+1<=3
	+
	

	(3,4)
	2+1<=6
	+
	


Умова оптимальності виконується.

Розв’язок транспортної задачі має вигляд:
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Варіанти завдань 

Транспортна задача лінійного програмування

Дано: 
m – кількість пунктів виробництва деякого однорідного вантажу,

n – кількість пунктів споживання.

Qi – об’єм виробництва в і – му пункті,

Vj – об’єм споживання в j – му пункті,

(cij) – матриця затрат на перевезення одиниці вантажу із і- го пункту виробництва в j- й пункт споживання.

Скласти такій план перевезень, при якому загальна вартість перевезень буде мінімальною.

	4.1 m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 200,

V1 = 150, V2 = 180, V3 =170, V4 = 220, V5 = 180.
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	4.2 m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 300, Q3 = 250,

V1 = 120, V2 = 80, V3 =170, V4 = 220, V5 = 180.
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	4.3. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 350, Q3 = 250,

V1 = 100, V2 = 80, V3 =270, V4 = 220, V5 = 130.
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	4.4.  m=3, n=5

Q1 = 300, Q2 = 400, Q3 = 500,

V1 = 120, V2 = 180, V3 =350, V4 = 250, V5 = 300.
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	4.5 m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 300, Q3 = 390,

V1 = 120, V2 = 180, V3 = 300, V4 = 170, V5 = 120.
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	4.6. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 200,

V1 = 120, V2 = 80, V3 = 350, V4 = 200, V5 = 150.
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	4.7 m=3, n=5

Q1 = 300, Q2 = 350, Q3 = 450,

V1 = 220, V2 = 180, V3 = 370, V4 = 130, V5 = 200.
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	4.8 m=3, n=5

Q1 = 500, Q2 = 300, Q3 = 200,

V1 = 220, V2 = 180, V3 = 370, V4 = 130, V5 = 200.
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	4.9. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 250,

V1 = 120, V2 = 280, V3 = 170, V4 = 200, V5 = 180.
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	4.10. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 350, Q3 = 250,

V1 = 100, V2 = 80, V3 =270, V4 = 220, V5 = 130.
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	4.11. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 600, Q3 = 300,

V1 = 120, V2 = 280, V3 = 270, V4 = 230, V5 = 200.
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	4.12. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 400, Q3 = 500,

V1 = 220, V2 = 280, V3 =170, V4 = 130, V5 = 300.
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	4.13. m=3, n=5

Q1 = 250, Q2 = 380, Q3 = 450,

V1 = 200, V2 = 100, V3 = 350, V4 = 150, V5 = 280.
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	4.14. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 300, Q3 = 500,

V1 = 120, V2 = 80, V3 =270, V4 = 230, V5 = 200.
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	4.15. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 200,

V1 = 200, V2 = 150, V3 = 250, V 4 = 120, V 5 = 180.
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	4.16. m=3, n=5

Q1 = 500, Q2 = 600, Q3 = 700,

V 1 = 300, V 2 = 200, V 3 = 500, V4 = 350, V5 = 450.
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	4.17. m=3, n=5

Q1 = 300, Q2 = 500, Q3 = 200,

V1 = 350, V2 = 100, V3 = 170, V4 = 200, V5 = 180.
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	4.18. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 400, Q3 = 600,

V1 = 350, V2 = 200, V3 = 170, V4 = 300, V5 = 180.
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	4.19. m=3, n=5

Q1 = 450, Q2 = 250, Q3 = 300,

V1 = 220, V2 = 200, V3 = 80, V4 = 220, V5 = 280.
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	4.20. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 500,

V1 = 220, V2 = 200, V3 = 270, V4 = 230, V5 = 280.
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	4.21. m=3, n=5

Q1 = 250, Q2 = 350, Q3 = 200,

V1 = 100, V2 = 90, V3 = 200, V4 = 110, V5 = 300.
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	4.22. m=3, n=5

Q1 = 500, Q2 = 300, Q3 = 400,

V1 = 200, V2 = 380, V3 = 170, V4 = 220, V5 = 230.
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	4.23. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 550,

V1 = 220, V2 = 280, V3 = 370, V4 = 200, V5 = 180.



[image: image148.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

3

5

9

1

9

6

2

2

4

5

4

7

4

2

3

ij

c



	4.24. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 450, Q3 = 250,

V1 = 120, V2 = 80, V3 = 200, V4 = 350, V5 = 150.
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	4.25. m=3, n=5

Q1 = 500, Q2 = 300, Q3 = 200,

V1 = 220, V2 = 80, V3 = 400, V4 = 120, V5 = 180.
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	4.26. m=3, n=5

Q1 = 400, Q2 = 300, Q3 = 500,

V1 = 220, V2 = 280, V3 = 270, V4 = 250, V5 = 180.
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	4.27. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 400, Q3 = 250,

V1 = 120, V2 = 80, V3 = 270, V4 = 200, V5 = 180.
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	4.28. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 300, Q3 = 350,

V1 = 120, V2 = 80, V3 = 220, V4 = 250, V5 = 180.
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	4.29. m=3, n=5

Q1 = 500, Q2 = 300, Q3 = 250,

V1 = 220, V2 = 80, V3 = 270, V4 = 300, V5 = 180.
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	4.30. m=3, n=5

Q1 = 200, Q2 = 300, Q3 = 400,

V1 = 120, V2 = 180, V3 = 300, V4 = 170, V5 = 130.
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