РОЗДІЛ VIІ

ПОХІДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 

§ 1. Модуль дійсного числа та його властивості


Модулем дійсного числа називається число а, якщо 
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Модуль числа а позначають так: 
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Приклад: Розкрити модуль:
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Властивості модуля
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Геометричний зміст модуля дійсного числа
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§ 2. Рівняння та нерівності з модулем

1. Рівняння виду 
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Наприклад: 

Розв’яжіть рівняння 
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Відповідь: 
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2. Рівняння виду 
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 рівносильне сукупності двох систем 
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Приклад: 

Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання 
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Відповідь: 
[image: image38.wmf]8

.

3. Нерівність виду 
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Приклад: 

Розв’яжіть нерівність 
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Відповідь: 
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4. Нерівність виду 
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Приклад: 

Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання 
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Відповідь: 
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5. Нерівність виду 
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Приклад: 

Розв’яжіть нерівність 
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     Відповідь: 
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§ 3. Границя функції 


Означення. Число В називається границею функції 
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 при х, що прямує до а, якщо для будь-якого додатного числа 
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Символічно це записують так: 
[image: image71.wmf]B

x

f

a

x

=

®

)

(

lim

, В – єдине.
Теореми про границі
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Способи обчислення границь

1. Для будь-якого многочлена: 
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Приклад. 
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2. Якщо число х0 входить до області визначення дробово-раціональної функції 
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Приклад. 
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3. Якщо в результаті підстановки х=а одержали вираз 
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· якщо дріб не можна скоротити, то в цьому випадку слід чисельник і знаменник дробу домножити на вираз, спряжений із знаменником (чисельником), а потім скоротити дріб;
· якщо під знаком границі стоять тригонометричні функції або обернені тригонометричні функції, то зводимо до першої визначної границі.
Приклад. 
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§ 4. Неперервність функції

Означення. Функція 
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 називається неперервною в точці х0, якщо вона в ній визначена, границя функції в точці х0 існує і дорівнює значенню функції в цій точці.

За цим означенням ставляться три вимоги:

1) функція повинна бути визначена в точці х=х0;

2) функція 
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Точки, в яких ці умови не виконуються, називаються точками розриву.

Якщо функція 
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 неперервна в кожній точці деякого проміжку Х, то її називають неперервною на проміжку Х. Графік функції, неперервної на проміжку, - неперервна лінія на цьому проміжку.

§ 5. Похідна функції


Приріст аргументу і функції
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 - початкове значення аргументу х0 одержало приріст 
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Означення. Похідною функції 
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Операція знаходження похідної називається диференціюванням.

Алгоритм знаходження похідної функції 
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1. Зафіксувати значення х0, знайти 
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2. Надати аргументу х0 приріст 
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3. Знайти приріст функції : 
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4. Скласти відношення 
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5. Обчислити границю 
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Ця границя і є похідною функції 
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 в точці х0 і позначається 
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Приклад. Обчислити похідну функції в точці, користуючись означенням похідної: 
[image: image123.wmf]2
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[image: image124.wmf]2
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Розв’язання

Фіксуємо довільне значення х0 і надаємо аргументу приросту 
[image: image125.wmf]х
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 і знаходимо 
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Знаходимо приріст функції : 
[image: image128.wmf])
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Складаємо відношення 
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Обчислюємо границю 
[image: image132.wmf]x
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Отже, 
[image: image134.wmf]8
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Відповідь: 8.

§ 6. Геометричний і механічний зміст похідної


Геометричний зміст похідної

Якщо до графіка функції 
[image: image135.wmf])
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 в точці М з абсцисою х0 можна провести дотичну, не паралельну осі Оу, то 
[image: image136.wmf])
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 виражає кутовий коефіцієнт дотичної, тобто  
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[image: image138.wmf]a
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 - геометричний зміст похідної. 


Як відомо,  
[image: image140.wmf]b
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 - рівняння дотичної. Оскільки точка М(х0; у0) належить дотичній, то координати точки М задовольняють рівняння дотичної.
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Маємо:  
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Підставимо значення b в рівняння дотичної і дістанемо: 


[image: image145.wmf](
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[image: image147.wmf]0
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[image: image148.wmf])
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Отже, це рівняння дотичної.

Приклад. Скласти рівняння дотичної до графіка функції 
[image: image149.wmf]1
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в точці з абсцисою 
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Розв’язання


Обчислити значення функції в точці
[image: image151.wmf]1
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Знайти похідну функції: 
[image: image153.wmf]x
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Обчислити значення похідної в точці
[image: image154.wmf]1
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Значення 
[image: image156.wmf])
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[image: image158.wmf]0
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 підставляємо в рівняння дотичної 
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[image: image160.wmf]2
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Відповідь: 
[image: image161.wmf]2
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Механічний зміст похідної


Похідна характеризує швидкість зміни функції при зміні аргументу, зокрема: похідна за часом є міра швидкості зміни, застосована до найрізноманітніших фізичних величин. Наприклад, миттєва швидкість 
[image: image162.wmf]v

 нерівномірного прямолінійного руху є похідною від функції, що виражає залежність пройденого шляху S від часу t.
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Приклад. Матеріальна точка рухається за законом 
[image: image166.wmf]5
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 (s – вимірюється у метрах,  t – в секундах). Знайти швидкість та прискорення в момент 
[image: image167.wmf]c
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Розв’язання
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 - швидкість руху точки в будь-який момент t.
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[image: image170.wmf]t

t

v

a

24

)

(

=

¢

=

 - прискорення руху точки в момент t.
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Відповідь: 24м/с; 48м/с2.

§ 7. Таблиця похідних деяких функцій
Елементарні функції
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Складені функції
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Правила диференціювання

1. Сталий множник можна винести за знак похідної:  
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2. Похідна суми: 
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3. Похідна добутку: 
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4. Похідна частки: 
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5. Похідна складеної функції (функції від функції):   
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Приклади. Знайти похідну функції:
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4. 
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Похідна показникової та логарифмічної функції
Елементарні функції
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Складені функції
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 § 8. Зростання і спадання функції на проміжку
Функція y=f(x) називається зростаючою на деякому проміжку, якщо для х1 і х2, що належать проміжку, із умови х2>х1 випливає, що f(x2)>f(x1).
Функція y=f(x) називається спадною на проміжку, якщо для х1 і х2, що належать цьому проміжку, із умови х2>х1 випливає, що f(x2)<f(x1).

За допомогою похідної можна встановити проміжки зростання і спадання функції.

Достатня ознака зростання, (спадання) функції

1. Якщо 
[image: image215.wmf]0
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 на проміжку, то функція f(x) зростає на цьому проміжку.

2. Якщо 
[image: image216.wmf]0
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 на проміжку, то функція f(x) спадає на цьому проміжку.

Ці два твердження називаються ознаками зростання (спадання) функції на проміжку.

Проміжки зростання і спадання функції часто називають проміжками монотонності цієї функції. 
Знаходження проміжків зростання та спадання функції можна виконувати за таким планом:

1. Знайти область визначення, заданої функції y=f(x).
2. Знайти похідну 
[image: image217.wmf])
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3. Розв’язати нерівності:

а) 
[image: image218.wmf]0
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, указати проміжки зростання функції y=f(x);
б) 
[image: image219.wmf]0
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, указати проміжки спадання функції y=f(x) .

Приклад: Знайти проміжки монотонності функції f(x)=х3-3x2.
1. Область визначення: D(y)=R.
2. Знаходимо похідну y'=3x2-6x.
3. Розв’язуємо нерівність: 
[image: image220.wmf]0
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,
[image: image221.wmf]0
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.
Розв’язуємо нерівність методом інтервалів, для цього знаходимо нулі похідної:



[image: image222.wmf]0
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3x2-6x=0,


3x(x-2)=0,


3x=0 або x-2=0,

 x=0          x=2.

     Наносимо на координатну пряму нулі похідної і визначаємо знаки похідної на кожному проміжку:

         +                 -              +

[image: image223.png]



                         0                  2
f'(-1)=3+6=9>0

f'(1)=3-6=9<0

f'(3)=27-18=9>0

а) f'(x)>0 на кожному проміжку із проміжків    (-∞; 0), (2; +∞), отже, функція на цих проміжках зростає.

б) f'(x)<0 на кожному із проміжків (0; 2), отже, функція на цьому проміжку спадає.

Відповідь:
функція зростає на проміжках (-∞; 0), (2; +∞);

              спадає на проміжку (0; 2).

§ 9. Екстремуми функцій

Точка а із області визначення функції f(x) називається точкою максимуму цієї функції, якщо існує такий окіл точки а, що для всіх х≠а із цього околу виконується нерівність f(a)>f(x).
Точка b із області визнаення функції f(x) називається точкою мінімуму цієї функції, якщо існує такий окіл точки а, що для всіх х≠b із цього околу виконується нерівність f(b)<f(x).

Точки максимуму і мінімуму називають точки екстремуму функції, а значення функції в цих точках називають екстремумами функції (максимум і мінімум функції).
Критичні точки функції

Дано y=f(x), х0 – внутрішня точка її області визначення.
Якщо 
[image: image224.wmf])
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=0 або 
[image: image225.wmf])
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 не існує, то х0 – критична точка.

Приклад: 
Знайдіть критичні точки функції: у=5+12х-х3.
у'=12-3х2;
 у'=0;


          12-3х2=0; 

          4-х2=0; 

          х=±2.
Відповідь: х=±2  критичні точки.

Необхідна ознака екстремуму

Для того, щоб точка х0 була точкою екстремуму, необхідно, щоб вона була критичною.

Достатня ознака екстремуму функції

Якщо х0 критична точка, 
[image: image226.wmf])
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 не існує.

Якщо при переході через х0 похідна 
[image: image228.wmf])
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 змінює знак з ”+” на “-“, то х0 – точка максимуму.
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Якщо при переході через х0 похідна 
[image: image230.wmf])
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 змінює знак “-“ на ”+” , то х0 – точка мінімуму
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Приклад: Знайти точки екстремуму і екстремуми функції    f(x)=2x2-x4 .
1. Знаходимо область визначення функції: D(f)=R.
2. Знаходимо похідну: 
[image: image232.wmf])
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=4x-4x3=4x(1-x2)=4x(1-x)(1+x).
3. Знаходимо критичні точки:
    а) якщо похідна не існує; 

    б) 
[image: image233.wmf])
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[image: image234.wmf])
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[image: image235.wmf])
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 =0;
    4х(1-х)(1+х)=0;
   4х=0,  або
1-х=0,  або 1+х=0;
    х=0,
           х=1,

х=-1. 

     0, 1, -1 – критичні точки.
4. Визначимо знак похідної на кожному із інтервалів, на які критичні точки розбивають область визначення:

                                         +         -             +              -
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      5. Знаходимо точки екстремуму, врахувавши характер зміни знаку похідної:

       х=-1 – точка максимуму,

       х=0 – точка мінімуму,

       х=1 – точка максимуму.

    6. Знайдемо екстремуми функції

         fmin=f(0)=0,

         fmax=f(-1)=1,

         fmax=f(1)=1.

§ 10. Найбільше та найменше значення функції,

неперервної на відрізку

Якщо функція 
[image: image238.wmf])
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 неперервна на відрізку 
[image: image239.wmf][
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та має на ньому скінченне число критичних точок, то вона набуває свого найбільшого і найменшого значень на цьому відрізку або в критичних точках, які належать цьому відрізку, або на кінцях відрізка.
Алгоритм знаходження 

найбільшого і найменшого значень функції 

1. Знайти похідну функції  
[image: image240.wmf])
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2. Знайти стаціонарні та критичні точки, які належать відрізку 
[image: image241.wmf][
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3. Обчислити значення функції 
[image: image242.wmf])
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 у точках, які відображені кроком 2, та в точках а і b.

4. Порівняти всі отримані значення й вибрати серед них найменше ( це буде унайм) та найбільше (це буде унайб).

5. Записати відповідь: 
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Приклад: Знайти найбільше і найменше значення функції: 
[image: image244.wmf]3
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 на відрізку        [-1; 2].
1. Знаходимо похідну 
[image: image245.wmf])
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[image: image246.wmf])
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=x2-4x.
2. Знаходимо критичні точки:

               
[image: image247.wmf])
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=0; 
x2-4x=0;
x(x-4)=0;




                    x=0 або х-4=0;




                                  х=4.
               х=0 належить відрізку [-1; 2], х=4 не належить відрізку [-1; 2].
3. Знаходимо значення функції в точках х=-1, х=2 та х=0.
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4. Із знайдених значень вибрати найбільше і найменше.

               fнайм=f(2)=
[image: image251.wmf]3
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,    fнайб=f(0)=3.
Відповідь: 
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§ 11. Загальна схема дослідження функції та побудова її графіка
Однією з основних задач математики є дослідження функції. Використання похідної значно полегшує задачу дослідження функції, а разом з тим і побудову її графіка.

Дослідження функції і побудову її графіка будемо
 виконувати за таким планом:

1. Знаходимо область визначення функції.

2. Знаходимо точки перетину графіка з координатними осями.

3. З’ясовуємо парність (непарність), періодичність функції.

4. Знаходимо похідну та критичні точки.

5. Знаходимо проміжки зростання(спадання), точки екстремуму та екстремальні значення функції.

6. З’ясовуємо поведінку функції на кінцях області визначення.

7. На підставі проведеного дослідження будуємо графік функції.
Слід мати на увазі, що не завжди треба чітко виконувати вказаний план. Не завжди ми зможемо знайти точки перетину графіка з віссю Ох, тобто нулі функції, навіть якщо вони і існують. Інколи додатково знаходять координати деяких точок.

Приклад: Дослідіть функцію f(x)=x3-3x2 і побудуйте її графік
1. D(f)=R.
2. Знаходимо абсциси точок перетину графіка з віссю Ох:  f(x)=0;  x3-3x3=0,  x2(x-3)=0,  x=0 або x=3.
    Знайдемо ординату точки перетину графіка з віссю Оу:  f(0)=03-3(3=0.
3. f(-x)=(-x)3-3((-x)2=-x3-3x2, дана функція є ні парна, ні непарна. 

    Функція не періодична.

4. Знайдемо похідну 
[image: image254.wmf])
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=3x2-6x=3x(x-2).
    Знайдемо критичні точки:

    
[image: image255.wmf])
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3x(x-2)=0,
x=0 або x=2.
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5.            [image: image256.png]
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     (-∞;0)  і (2; +∞) - функція f(x) зростає на цих проміжках;
     (0; 2) – функція f(x) спадає на цьому проміжку; 

     х=0 – точка максимуму або xmax=0;
     х=2 – точка мінімуму або
xmin=2;
     ymax=f(0)=0; 

     ymin=f(2)=8-3(4=8-12=-4.
6. Використовуючи результати дослідження, будуємо графік функції  y=x3-3x2.
[image: image258.png]
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