Розділ 1. НАБЛИЖЕННЯ ЧИСЕЛ
§1. ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ МАТЕМАТИКИ

Означення: задача називається стійкою за вхідними даними, якщо її розв’язок неперервно залежить від вхідних даних. Тобто, якщо малому приросту вхідної величини відповідає малий приріст вихідної. Якщо ця умова не виконується то задача не стійка.


Означення: задача називається коректно поставленою, якщо для будь-яких вхідних даних з деякого класу існує єдиний і стійкий розв’язок.

§2 АБСОЛЮТНА І ВІДНОСНА ПОХИБКИ. ПРИЧИНИ ВИНИКНЕННЯ ПОХИБОК

1. Неточність математичного опису задачі – неусувна похибка (неточність задання вхідних даних) та неповна відповідність математичній моделі.

2.  Метод який застосовується є наближеним – похибка методу.

3.  При введенні та виведенні даних, при виконанні арифметичних операцій виконується заокруглення чисел – обчислювальна похибка.

Нехай задане дійсне точне число А. Число а називається наближеним числом до А, якщо воно мало відрізняється від А і може замінити його в обчисленнях.

Якщо а<А - наближене з недостачею.

Якщо а>А – наближене з надлишком.

Означення: абсолютною похибкою наближеного числа а називається 
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Якщо точне число відоме, то його абсолютну похибку легко обчислювати, але на практиці частішими є випадки коли ==============, тому розглядають оцінку 
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Означення: граничною абсолютною похибкою наближеного числа а називається будь-яке число, яке задовольняє нерівність:
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За 
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вибирають найменше, яке задовольняє (2).

Означення: відносною похибкою наближеного числа а  називається величина 
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Означення: граничною відносною похибкою називається будь-яке з чисел яке задовольняє нерівність
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за граничну абсолютну похибку приймають:
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як правило відносна похибка записується в %.

§3 ПОХИБКИ АРИФМЕТИЧНИХ ДІЙ

Теорема: гранична абсолютна похибка алгебраїчної суми кількох наближених чисел = сумі граничних абсолютних похибок цих чисел.

Доведення

Нехай дано точні числа х1,х2,...,хn та Х1,Х2,...,ХN. Розглянемо їх алгебраїчну суму: 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]
тоді гранична абсолютна похибка: 
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Наслідок: гранична абсолютна похибка суми не може бути меншою за граничну абсолютну похибку найменш точного доданку, тому існує практичне правило додавання наближених чисел з різною абсолютною точністю.


Щоб додати кілька наближених чисел з різною абсолютною точністю потрібно виділити і залишити без зміни числа, десятковий запис яких закінчується найраніше. Всі інші числа заокруглити на зразок виділених залишивши в резерві 1-2 цифри виконати додавання, отриманий результат заокруглити на 1-н знак.


Теорема: якщо доданки одного знаку, то гранична відносна похибка їх суми не перевищує найбільшої відносної похибки доданків.


Зауваження: про втрату точності при відніманні близьких чисел. 


Нехай маємо два числа х1, х2. розглянемо їх різницю 
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, тому в обчисленнях намагаються уникати випадків.

Приклад 1.


[image: image21.wmf]1

x

=47,132


[image: image22.wmf]2

x

=47,111


[image: image23.wmf]1

x

D

=
[image: image24.wmf]2

x

D

=0,0005


[image: image25.wmf]u

=
[image: image26.wmf]1

x

-
[image: image27.wmf]2

x

=0,021


[image: image28.wmf]u

D

=0,001


[image: image29.wmf]u

d

=
[image: image30.wmf]05

.

0

021

.

0

001

.

0

=


Приклад 2:
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Теорема 3: відносні похибки добутку кількох наближених чисел відмінних від нуля не перевищує суми відносних похибок цих чисел.

Доведення

Нехай дано числа 
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Наслідок: за граничну абсолютну похибку приймають величину:
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Наслідок: Якщо 
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Теорема: відносна похибка частки не перевищує суми відносних похибок діленого і дільника.
§4 ЗАГАЛЬНА ПОХИБКА ДЛЯ ФОРМУЛИ


Нехай задана система величин 
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. Мета: обчислити абсолютну і відносну похибки U через похибки величин
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РОЗДІЛ 2. НАБЛИЖЕНІ РОЗВ’ЯЗКИ РІВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ

§1 ІТЕРАЦІЙНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯНЬ. ПРИНЦИП СТИСКУЮЧИХ ВІДОБРАЖЕНЬ В МЕТРИЧНОМУ ПРОСТОРІ.


Нехай дано рівняння 
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)

(

=

x

f

 (1). Суть полягає в наступному: нехай в деякій достатньо малій області Д існує єдиний розв’язок 
[image: image57.wmf]a

рівняння (1). Вибираємо в цій області деяку точку 
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(2) будуємо послідовність точок 
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). Вибираючи різними способами функцію 
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 будемо отримувати різні ітераційні методи.

Означення: метричним простором прийнято називати впорядковану пару 
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 - функція відстані, яка задовольняє наступним аксіомам:
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3. 
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Теорема1: в повному метричному просторі Х задано оператор стиску А, тоді шснує єдина нерухома точка цього відображення, тобто рівняння 
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 має єдиний розв’язок, який може бути знайдений як границя послідовності 
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Теорема2: нехай в повному метричному просторі Х або на його частині яка містить окіл S деякої точки 
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тоді в околі S існує єдиний розв’язок рівняння (3), який може бути отриманий як границя послідовності (4).


Означення: кажуть, що функція 
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 на області Д задовольняє умову Лібшеця, якщо існує деяка стала К така, що 
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Теорема3: нехай рівняння 
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 в цьому крузі задовольняє умову Лібшеця з константою К<1, тоді яке б не було 
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буде збігатися до 
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 причому швидкість збіжності характеризується нерівністю 
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Означення: умова Лібшеця з константою к<1, буде виконуватись якщо в околі точки 
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§2 ВІДОКРЕМЛЕННЯ КОРЕНІВ РІВНЯННЯ З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ


Нехай задано рівняння 
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 визначена і неперервна на деякому скінченному чи нескінченному інтервалі.


Означення: корінь 
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 рівняння (1) називається ізольованим, якщо існує деякий окіл точки 
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 в якому не має інших коренів.


Задача знаходжуння наближеного розв’язку рівняння (1) поділяється на два етапи:

1. Відокремлення коренів – виділення якомога вужчих інтервалів в кожному з яких є лише один корінь.

2. Уточнення кореня – зведення його до необмеженого ступеня тосності.

Для відокремлення коренів корисними є твердження:
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 є принаймі один нуль цієї функції. Якщо  похідна зберігає знак, то такий нуль єдиний.
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 є многочлен степеня m, то рівняння (1) не може мати більше ніж m коренів. 

Наприклад: Відокремити корені рівняння 
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Визначити кількість коренів 
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 зростає на всій числовій осі. Оскільки 
[image: image102.wmf]0

)

(

<

-¥

f

. 
[image: image103.wmf]0

)

(

>

+¥

f

, то корінь единий. Запишемо 
[image: image104.wmf])

0

;

1

(

,

-

-

=

x

e

x

 

[image: image1823.wmf]a


§3 МЕТОД ПОДІЛУ ВІДРІЗКА ПОПОЛАМ (МЕТОД ДИХОТОМІЇ)
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 і приймає на кінцях відрізка значення різних знаків. 
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Доведення


За теоремою Лагранжа.
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§4 УТОЧНЕННЯ КОРЕНІВ РІВНЯННЯ МЕТОДОМ ХОРД

(МЕТОД ПРОПОРЦІЙНИХ ВІДРІЗКІВ)
 

Нехай дано рівняння [image: image118.wmf]0
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 Виведемо рекурентну формулу для побудови наближення:
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 Доведемо збіжність даного процесу: послідовність [image: image123.wmf])
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Зауваження: в загальному випадку за нерухому точку вибирають той кінець відрізка [a,b] в якому знак функції f співпадає з знаком другої похідної, тоді (2 ) буде:
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Другий кінець проміжка зручно вибирати за початкове наближення. 


Виведемо формулу для оцінки точності. Нехай похідна 
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. Розкривши душки додавши до обох частин рівності вираз 
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Виникає питання про можливість використання оцінки (5), коли мінімум похідної =0.


Теорема: нехай на відрізку [a,b] функція f(x) неперервна разом зі своїми похідними до 2-го порядку включно, причому 
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Доведення


Щоб скористатися принципом стискуючого відображення досить показати, що в деякому околі R кореня 
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 похідна функції 
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Підставимо 
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. Запишемо для f(x) формулу Тейлора і обмежимося 3-ма доданками, тобі:
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§5 МЕТОД ДОТИЧНИХ (МЕТОД НЬЮТОНА)

Розглянемо геометричну інтерпритацію даного методу. Нехай маємо рівняння 
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Рівняння дотичної в точці 
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Зауваження: в якості вихідної точки 
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слід вибирати той кінець відрізка [a,b] в якому функція має той самий знак, що і її друга похідна.


У випадку зображеному на малюнку послідовність 
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 В загальному випадку справедлива така теорема.


Теорема: нехай на відрізок [a,b] функція f(x) неперервна разом з своїми похідними другого порядку включно. Тоді існує деякий окіл 
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 обчислена за формулою (2) збігається до кореня рівняння.

Доведення


Нехай 
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 Далі можна застосовувати принцип стискуючого відображення.#

Для оцінки точності користуються точністю 
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Зауваження: метод дотичних не зручно використовувати тоді, коли в околі точки 
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§6 МЕТОД ПРОСТОЇ ІТЕРАЦІЇ ДЛЯ РІВНЯННЯ З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

Нехай 
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Якщо послідовність 
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Розглянемо геометрично: малюнок 3 шт.

Теорема: нехай 
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тоді 

1. процес ітерації збіжний при довільному значенні 
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3. справедлива оцінка:
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Доведення

Розглянемо два послідовні наближення 
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Розглянемо ряд 
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Для доведення (1) до виду (2) можна застосувати такий метод. Замінимо рівняння (1) рівносильним рівнянням 
[image: image223.wmf]),

(

x

f

x

x

l

-

=

 де 
[image: image224.wmf]0

¹

l

, та 
[image: image225.wmf]l

 повинно таке, що 
[image: image226.wmf]1

)

(

1

)

(

<

¢

-

=

¢

x

f

x

l

j

, тобто 
[image: image227.wmf])

(

2

0

0

)

(

2

1

)

(

1

1

x

f

x

f

x

f

¢

<

<

<

¢

-

<

-

<

¢

-

<

-

l

l

l

, тобто якщо знак функції 
[image: image228.wmf])

(

x

f

¢

 на [a,b] не змінився, то
[image: image229.wmf]l

 повинна мати той самий знак, що й 
[image: image230.wmf])

(

x

f

і задовольняти нерівність 
[image: image231.wmf])

(

max

2

x

f

¢

£

l

 (7)

Н-д: перетворити рівність 
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Зауваження: для оцінки точності на практиці зручно користуватись формою:
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§8 МЕТОД ПРОСТОЇ ІТЕРАЦІЇ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ, АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ


Нехай задано система рівнянь:
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Розв’яжемо кожне і-те рівняння відносно змінної 
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Виберемо початкове наближення 
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Якщо отримана послідовність має границю, то ця границя є розв’язком (4), а отже й (2).


Зауваження: в якості початкового наближення вибирають вектор 
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Теорема: якщо для системи (1) виконується одна з умов:
[image: image251.wmf]å

=

=

<

m

j

ij

m

i

1

,

1

,

1

a

, 
[image: image252.wmf]å

=

=

<

m

i

ij

m

j

1

,

1

,

1

a

,  то процес ітерації збігається до єдиного розв’язку системи не залежно від вибору початкового значення.


Наслідок: для системи (1) метод ітерації є збіжним якщо 
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Для зведення системи (10 до вигляду зручного до застосування процесу ітерації можна робити так:

1. З системи (1) вибираємо рівняння в яких є коефіцієнти, модулі яких більші за суму модулів всіх інших коефіцієнтів ціього рівняння. Кожне з таких рівнянь ставимо на те місце в системі щоб виділений елемент був діагональним.

2. З невикористаних і виділених рівнянь системи складаємо лінійно незалежні комбінації так, щоб зберігався заданий принцип.

§9 ІТЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД ЗЕЙДЕЛЯ


Даний метод це модифікований метод простої ітерації.


Нехай задана зведена лінійна система:
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  (1). Виберемо деяке початкове наближення 
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 вважаючи, що n – те наближення відоме, будемо шукати (n+1)  наближення за таким принципом: 
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Як правило метод Зейделя дає кращу збіжність, ніж метод простої ітерації. Бувають випадки коли метод Зейделя збіжний, а метод простої ітерації розбіжний і навпаки.

§10 ДОСТАТНІ УМОВИ ЗБІЖНОСТІ ІТЕРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ

Нехай маємо лінійну систему 
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Означення: нормою матриці називається додатнє число, яке задовольняє наступні умови:
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Означення: норму матриці називають канонічною, якщо крім вище перерахованих умов виконуються умови:

· 
[image: image266.wmf]a

a

£

ij
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Найчастіше користуються наступними трьома нормами:
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Теорема: процес ітерації для системи (1) збігається до єдиного розв’язку, якщо для деякої канонічної норми матриці виконується умова 
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Виберемо деяке початкове наближення 
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Шукають модуль різниці між попереднім і наступним і він має бути меншим за 
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Візьмемо довільне натуральне число р:
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Часто на практиці беруть 
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§12 МЕТОД КВАДРАТНИХ КОРЕНІВ


Нехай задана система рівнянь 
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1 етап: прямий хід.

Як відомо з алгебри симетричну матрицю можна представити у вигляді добутку двох транспонованих матриць: 
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Перемножимо ці матриці:
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2 етап: обернений хід.

Після того, як матриця 
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знайдена замінимо систему (1) двома еквівалентними системами: 
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§13 МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ СИСТЕМ


Нехай задана система рівнянь:
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    (1)   
1). МЕТОД НЬЮТОНА.
По методу Ньютона послідовність наближень будують за формулою:
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- матриця обернена до матриці Якобі. Для системи двох рівнянь з двома невідомими формули (2) наберуть вигляд: 
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За початкове наближення вибираємо точку, яка знаходиться якомога ближче до розв’язку.
2). МЕТОД ПРОСТОЇ ІТЕРАЦІЇ.
Нехай маємо систему:
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Ітерації будуємо користуючись формулою: 
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Нехай задана система (1), тоді 
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 Тоді   
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У випадку функції двох змінних, отримаємо: 
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шукають з системи:
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Зауваження: метод ітерації буде збіжним, якщо  виконується умови:
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Тоді оцінку похибки проводять за формулою: 
[image: image352.wmf](

)

n

n

n

n

y

y

x

x

M

M

y

x

-

+

-

-

<

-

+

-

+

+

1

1

1

b

a

,

де [image: image353.wmf]{

}

2

1

,

max

q

q

M

=

  або 
[image: image354.wmf]{

}

2

1

,

max

g

g

M

=

.

Розділ 3 ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ФУНКЦІЙ
§1 Постановка задачі інтерполяції

Нехай на сегменті [a;b] задана система (n+1) точок: 
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. Їх називають вузли інтерполяції. Задано також значення в цих точках деякої функції: 
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(інтерполяційну функцію), яка належить деякому класу функцій і таку , що: 
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[image: image363.wmf]
Геометрично це означає: потрібно побудувати деяку криву певного типу, яка проходить через задану систему точок. Отриману інтерполяційну функцію
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 використовуємо для знаходження значень функції
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 в точках відмінних від вузлів інтерполяції. Така операція називається інтерполяція функцій.
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Виділяють також  поняття екстраполяції функції. Це той випадок, коли шукаємо значення функції
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§2 НТЕРПОЛЯЦІЙНА ФОРМУЛА ЛАГРАНЖА

На відрізку [a;b] задана система точок і задано значення функції  
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Потрібно побудувати поліном 
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Спочатку побудуємо поліном 
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 Оскільки на [a;b] згаданий поліном має 
[image: image380.wmf]n

 нулів, тому цей поліном можна записати у вигляді: 
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     Підставивши 
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Тоді :
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Очевидно, що степінь цього многочлена  
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Формулу  (2) можна записати в компактному вигляді:
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Підставивши 
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Врахувавши останні позначення, отримаємо:
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 многочлен Лагранжа - пряма, яка проходить через точки 
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§4  CКІНЧЕННІ РІЗНИЦІ

Нехай задана функція 
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§5 УЗАГАЛЬНЕНА СТЕПІНЬ

Означення: 
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Властивість: 
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(доведення проводять методом математичної індукції)
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 (6)- перший інтерполяційний поліном Ньютона.

[image: image535.wmf]n

x

P

n

£

)

(

deg

,


[image: image536.wmf]0

]

[

0

]

2

[

0

2

0

2

]

1

[

0

0

0

)

1

(

!

!

...

)

(

!

2

)

(

)

(

y

k

h

h

k

y

x

x

h

y

x

x

h

y

y

x

P

k

k

k

k

k

k

k

n

D

+

=

D

+

+

-

D

+

-

D

+

=

.

Для використання на практиці формулу (6) спрощують. Покладемо: 
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Зауваження: якщо задана необмежена таблиця значень функції, то число 
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Для оцінки похибки користуються формулою: 
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Наприклад: знайти інтерполяційний поліном Ньютона для функції 
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§7 ДРУГА ІНТЕРПОЛЯЦІЙНА ФОРМУЛА НЬЮТОНА
При всіх умовах попереднього параграфа  многочлен 
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Підставимо знайдені коефіцієнти в рівність (1): 
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Зауваження: другу інтерполяційну формулу Ньютона зручно використовувати для інтерполяції та екстраполяції функції у випадку, коли 
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 близьке до 
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Для оцінки похибки використовують формулу: 
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Наприклад: маючи таблицю значень функції 
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§8 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ЧИСЕЛЬНОГО ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЇ


Якщо функція задана таблично або складним аналітичним виразом, то ля знаходження її похідних використовують чисельне диференціювання. Для цього на 
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§9 ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ ІНТЕРПОЛЬОВАНИХ  МНОГОЧЛЕНАМИ НЬЮТОНА
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Зауваження: за 
[image: image618.wmf]0

x

 слід вибирати вузол інтерполяції, який знаходиться найближче до точки 
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Якщо потрібно знайти похідну в вузлі інтерполяції, тоді 
[image: image620.wmf]0

x

x

=

, 
[image: image621.wmf]0

=

q

.


[image: image622.wmf]....)

3

2

(

1

0

3

0

2

0

+

D

+

D

-

D

=

¢

y

y

y

h

y



[image: image623.wmf]....)

(

1

0

3

0

2

2

+

D

-

D

=

¢

¢

y

y

h

y


§10 ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ ІНТЕРПОЛЬОВАНИХ МНОГОЧЛЕНАМИ ЛАГРАНЖА
Залишимо в силі умови попереднього параграфа. Замінимо функцію 
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Зауваження: часто похибка, яка виникає при обчисленні похідних може набагато перевищувати похибку задання самої функції(навіть може зростати до 
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§11 ЗАДАЧА ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЇ. ФОРМУЛИ ПРЯМОКУТНИКІВ

Якщо функція 
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площу трапеції замінюють площею прямокутника
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§12 КВАДРАТУРНІ ФОРМУЛИ НЬЮТОНА-КОТЕСА
Нехай задана функція 
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§13 ФОРМУЛИ ТРАПЕЦІЇ
В формули (1), (2) підставимо 
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Геометрична інтерпретація:
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Проінтегруємо послідовно отримані похідні.
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Похибка формули (3) буде рівна сумі похибок на кожному з відрізків. 


[image: image710.wmf]å

å

-

=

-

=

¢

¢

-

-

=

¢

¢

-

-

=

¢

¢

-

=

1

0

2

2

1

0

3

)

(

)

(

12

)

(

12

)

(

12

)

(

n

i

i

i

n

i

y

a

b

h

y

n

a

b

h

y

h

h

R

a

a

a

,


[image: image711.wmf])

(

12

)

(

2

2

a

b

h

M

h

R

-

£


§14 КВАДРАТУРНІ ФОРМУЛИ СІМПСОНА
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 (3)- узагальнена формула Сімпсона.

Похибка останньої формули буде дорівнювати сумі похибок на відповідних парах відрізків: 
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Для практичної оцінки точності використовують так званий метод подвійного підрахунку.

Нехай похідна змінюється повільно і пропорційно до кроку 
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для кожної квадратурної формули значення різне.

§15 КУСКОВО-КУБІЧНА СПЛАЙН ІНТЕРПОЛЯЦІЯ
Означення: Сплайном називається функція для якої існує поділ її області визначення на підобласті, такі що в середині кожної підобласті ця функція є многочленом деякого степеня 
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Кубічним сплайном, який наближає дану функцію будемо називати функцію  
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Доведемо існування та єдність такого сплайну. Доведення носитиме конструктивний характер, тобто буде містити спосіб побудови сплайна. Будемо позначати через 
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В (1) підставивши, отримаємо:
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 З останньої рівності будемо мати: 
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Об’єднуючи (3), (4) і (5) отримаємо систему 
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З рівнянь (3), (4), (5) виключимо коефіцієнти 
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Віднімемо дані рівності, і підставимо в (4),  отримаємо:  
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Звівши подібні доданки, отримаємо: 
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З рівності (5) маємо:  
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Дана система має єдиний розв’язок. Розв’язавши одним з відомих методів систему (7) коефіцієнти  
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 шукаємо з (5) і  (*).


Зауваження: ми вибирали граничні умови 
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Наприклад: нехай відомі 
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Якщо в вузлах інтерполяції 
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 функція, яку наближаємо задана не точно, а наближено, то немає смислу будувати сплайн, який в точках 
[image: image828.wmf]i

x

 набував би значення 
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. Будують сплайн, який в точках  
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 проходить поблизу заданих значень 
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.  Такий процес називають сплайн-інтерполяцією з вирівнюванням.

§16 ДЕЯКІ ВІДОМОСТІ ПРО РІЗНИЦЕВІ РІВНЯННЯ
Означення: Різницевим рівнянням називається рівняння відносно функції дискретної змінної.

Розглянемо найпростіший випадок одного лінійного рівняння відносно невідомої функції одного цілочисельного аргументу.
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Відмітимо, що це рівняння називається лінійним різницевим рівнянням к-того порядку. Воно є аналогом рівняння:
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Означення: Рівняння 
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(2) називається лінійним однорідним рівнянням.

Мають місце наступні твердження:

1. Загальний розв’язок неоднорідного рівняння дорівнює сумі його частинного розв’язку і загального розв’язку відповідного однорідного рівняння.

2. Якщо функції 
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Означення: Якщо в рівняннях (1) і (2) коефіцієнти 
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Бачимо, що кожному кореню рівняння 
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§17 МНОГОЧЛЕНИ ЧЕБИШЕВА
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Відмітимо, що коефіцієнт біля 
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Позначимо 
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Порівнюючи (1) і (2) бачимо, що функція 
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Зауваження: з нерівностей (4) випливає, що многочлени Чебишева набувають 
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Теорема доводиться методом від супротивного
.
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Зауваження: елемент найкращого наближення не обов’язково один. Наприклад, розглянемо простір 
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Теорема 2: Якщо простір 
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Як побудувати елемент найкращого наближення в просторі з скалярним добутком?
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N.1 НАБЛИЖЕННЯ АЛГЕБРАЇЧНИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ.

Візьмемо метричний простір 
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Означення: Найкраще наближення в просторі 
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N. 2 ДИСКРЕТНЕ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ.

 
Нехай функція 
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N.3 СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ.
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Якщо норма в лінійному просторі визначена не через скалярний добуток, то пошук елемента найкращого наближення удосконалюється.
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Теорема: Нехай f(x)  неперервна на [a,b], тоді для (
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Лема1: Справедлива рівність:
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Лема2: Справедлива рівність:
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Лема1: Оскільки 
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Згідно Леми1: 
[image: image1070.wmf]2

2

3

x

n

S

=



[image: image1071.wmf]nx

x

x

C

i

nx

x

x

i

n

i

n

i

nx

x

k

змінної

заміну

зробимо

x

x

k

n

k

n

k

x

x

kC

n

i

i

n

i

i

n

n

i

i

n

i

i

n

n

k

k

n

k

n

k

k

n

k

k

n

=

-

=

=

-

-

-

+

+

=

+

=

=

-

-

=

-

å

å

å

å

-

=

-

-

+

-

-

=

-

-

+

-

-

=

-

=

-

1

0

1

1

1

1

0

1

1

)

1

(

0

0

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)!

1

(

)!

1

(

!

)

1

(

)

)

1

(

(

)

1

(

)!

(

!

!

)

1

(



Тоді: 
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Далі:
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Тоді 
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Доведення Теореми


Будемо вважати, що  [а,в]=[0,1], бо можна це завжди досягнути шляхом заміни змінної.


Розглянемо многочлен Бернштейна:
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Покажемо, що при великих n він задовольняє умови теореми.
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Віднімемо від (1) - (2) матимемо:
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Якщо f(x) неперервна на [0,1], то вона рівномірно неперервна, тобто:
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де сумуємо по тих к для яких 
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Згідно з Лемою2 при х є[0,1]:
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Зауваження: Справедливе твердження: Якщо f(x)є[0,1] має неперервну похідну до енного порядку включно, то:
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§23. ТРИГОНОМЕТРИЧНІ МНОГОЧЛЕНИ НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ
Означення: Тригонометричний многочлен порядку n наз. вираз: 
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Доводиться з використанням формул Ейлера:
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Доведення теореми:
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Згідно Леми існують парні тригонометричні многочлени 
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Розглянемо функцію 
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Згідно доведеного існує 
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Додавши (5) і (7):
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§24. ПОБУДОВА АЛГЕБРАЇЧНИХ МНОГОЧЛЕНІВ НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ

Теорема Веєрштраса вказує що найкраще наближення існує, але не дає практичного способу побудови.


Ефективних способів точної побудови многочлена найкращого наближення до даної функції не існує. Тому розглянемо чисельні методи розв‘язку цієї задачі.


Зробимо деякі розрахунки які покажуть нам алгоритм побудови многочлена найкращого наближення.
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Розглянемо детермінант
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Розглянемо ліву частину  (4), маємо що 
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Введемо позначення:
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З (3)  і останнього виразу (6) маємо:
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Якщо система точок 
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Нехай 
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Оскільки 
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Множина точок 
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ІІІ. Алгоритм побудови многочлена найкращого наближення до 
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 тобто знаходимо значення многочлена 
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Зауваження:   1) Описаний алгоритм не є єдиний.




2) Можна довести що описаний процес рівномірно збігається до многочлена найкращого наближення.




3) Для збільшення точності потрібно збільшувати кількість точок поділу відрізка 
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РОЗДІЛ 3. РОЗВЯЗУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

§1. МЕТОД ЕЙЛЕРА
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Геометрично, це означає:
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  (3) – Формула Ейлера.
§2. МОДИФІКАЦІЇ МЕТОДУ ЕЙЛЕРА

п.1. Удосконалений метод Ейлера.
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Задано систему точок 
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2) Обчислюємо 
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п. 2. Метод Ейлера-Коші.

1) Будуємо 
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п. 3. Метод Ейлера-Коші з ітераційною обробкою ординат

1) Шукаємо: 
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2) Будуємо ітераційний процес:
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3) В кінцевому випадку вважаємо що:
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Процес ітерації продовжуємо до тих пір поки деякі 
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наближення не співпадатимуть у відповідних десяткових знаках.

Зауваження: З усіх перерахованих методів останній дає похибку 
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  на кожному кроці, тому він використовується найчастіше.


Для порівняння метод Ейлера дає похибку 
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§3. МЕТОДИ РУНГЕ-КУТТА
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Вважатимемо, що 
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За формулою Тейлора:
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Позначимо 
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Похідні які входять в праву частину (2) можуть бути обчислені:
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Похідні обчислюються досить складно, тому практично використовувати їх незручно.


Рунне запропонував: 
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Таку лінійну комбінацію з сталими коефіцієнтами 
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[image: image1290.wmf]i
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Причому 
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Сталі 
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так щоб (6) задовольняла умови:
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Надаючи 
[image: image1301.wmf]r

 різні значення будемо отримувати різні формули Рунне-Кутта.


Необхідно наступні величини: 
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Тому: 
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2. 
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Таким чином отримаємо систему в якій кількість рівнянь менша ніж кількість невідомих:
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Вибирати розв‘язки системи (8) треба так щоб отримувати якомога легші обчислення.
§4. МЕТОД АДАМСА

Нехай задано диференціальне рівняння:
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Задана система точок:
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Очевидно:
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В силу ІІ інтерполяційної формули Ньютона з точністю до різниць четвертого порядку, буде:
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Вважаючи, що:
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  Межі інтегрування змінюються на 
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Для початку обчислень треба мати чотири початкових значення: 
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. Їх шукають виходячи з початкової умови довільним іншим чисельним методом.
§5. МЕТОД СКІНЧЕНИХ РІЗНИЦЬ ДЛЯ ГРАНИЧНОЇ ЗАДАЧІ, ДЛЯ ЛІНІЙНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ

Нехай задане диференціальне рівняння:
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і крайові умови:   
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Потрібно знати розв‘язок диференціального рівняння у вигляді таблиці значень на 
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Розіб‘ємо 
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Другу похідну в рівнянні (1) замінимо різницевим відношенням:
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Тоді отримаємо систему:
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В залежності від крайових умов до системи (3) будуть додані рівняння:
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Враховуючи формули чисельного диференціювання функцій інтерполювання многочленами Ньютона.
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Отримаємо систему 
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Введемо позначення:
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Лема1. Нехай дана довільна система з 
[image: image1366.wmf]1

+

n

 точок: 
[image: image1367.wmf]n

y

y

y

,...,

,

1

0




Якщо 
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Нехай 
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,

0

>

>

k

g

M

, що неможливо.


Лема2. Якщо задана система точок 
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Доведення аналогічне.


Доведемо, що система (3) з крайовими умовами (4), (4‘), (4‘‘) має лише тривіальний розв‘язок у випадку коли 
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1. Нехай маємо (3) і умови (4). Якщо існує ненульовий розв‘язок, то серед чисел 
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2. Нехай маємо (3) і умови (4‘), маємо:   
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Якщо існує ненульовий розв‘язок, то серед чисел 
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3. Система (3) і умови (4‘‘):  
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Визначивши з (
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 EMBED Equation.3  [image: image1397.wmf]*

).


[image: image1398.wmf]0

)

1

(

2

)

2

(

0

1

1

2

=

+

-

-

hky

y

g

h



[image: image1399.wmf]0
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Аналогічне підставивши 
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З останньої системи можна визначити:
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Розглянемо рівності (5) і (6). Нехай знову існує деякий нетривіальний розв‘язок системи, тоді найбільше додатне або найменше від‘ємне число 
[image: image1404.wmf]n

y

y

y

,...,

,

1

0

 можуть бути 
[image: image1405.wmf]0

y

 або 
[image: image1406.wmf]n

y

.


Нехай 
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Щоб отримати таблицю розв‘язків диференціального рівняння при всіх розглянутих крайових умовах слід розв’язати одним з відомих способів систему (3) і (4) або (4‘) або (4‘‘).


Якщо позначити 
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Заваження1: Розглянутий метод можна застосувати  також для рівнянь виду:
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з умовами:
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Якщо другу похідну замінити так само як в попередніх випадках, а першу похідну так:
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Зауваження2: Похідні замінюють таким співвідношенням: 
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В усіх розглянутих випадках похибка оцінюється нерівністю (7).
§6. МЕТОД ПРОГОНКИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ


Нехай задане диференціальне рівняння:
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  де: 
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Домовимось, що 
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Замінивши похідні в (1) різницевими співвідношеннями, маємо:
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Тоді: 
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З крайових умов:
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Розв‘яжемо (5) відносно змінної 
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Припустимо, що за допомогою повної системи рівнянь (5) вдалося з останнього рівняння виключити змінну 
[image: image1441.wmf]i
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 , тоді з (7):
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 де: 
[image: image1443.wmf]i
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Знайдемо формули для їх обчислення.


При 
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Після арифметичних перетворень маємо:


[image: image1448.wmf])
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З другого боку з (8): 
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Таким чином отримаємо:
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При 
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Підставивши знайдене значення 
[image: image1453.wmf]i
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 в (7) маємо:
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З (8) маємо:
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1

2

1

1

-

-

-

=

-

-

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

d

c

n

r

h

c

n

m

c

a

   
[image: image1457.wmf]2
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З (9) і (10) можна послідовно обчислити 
[image: image1458.wmf]i

c

 і 
[image: image1459.wmf]i

d

 де 
[image: image1460.wmf]2

,

0

-

=

n

i

  -  на цьому завершується прямий хід.


Підставивши  в (8) замість 
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y

c

d

c

y

h

y

n

n

n

n

n

n

=

-

-

+

-

-

-

2

1

2

2

1

1

0

b

b

b

b



[image: image1465.wmf]h
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Використовуючи формули (8) і першу крайову умову з (6) ми можемо знайти 
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§7. МЕТОД СІТОК РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ  ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ

Нехай маємо:
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  де: a, b, c, d, g, f – деякі функції змінних х та у визначені в скінченій області G з межею Г.


Будемо вважати, що всі ці функції неперервні в області  G+Г .


Функції a, b  додатні в G+Г.


Завдання полягає в тому щоб знайти розв‘язок рівняння (1) неперервний аж до межі G який в точках межі Г набуває наперед заданих значень, тобто:
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 - неперервна змінна х та у.
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Будуємо сітку.
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[image: image1472.wmf],....
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Означення: Два вузли називаються  сусідніми, якщо вони віддалені один від одного на один крок.

Означення: Вузол називається внутрішнім, якщо всі сусідні  4 до нього вузли належать області  G+Г .

Означення: Множина внутрішніх вузлів називається сітковою областю 
[image: image1473.wmf]*

G

.

Означення: Ті вузли для яких хоч один з сусідніх який належить G+Г  називається граничним. 
[image: image1474.wmf]*

Г

 - множина граничних вузлів.


Будемо позначати точку: 
[image: image1475.wmf])
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Щоб отримати з (1) різницеві рівняння похідні в кожній точці 
[image: image1476.wmf])
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 замінимо на:
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Значення функцій a, b, c, d, g, f – в точці 
[image: image1478.wmf])
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Підставивши значення похідних з (3) в (1) маємо:
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Рівняння (4) можна записати для кожного внутрішнього вузла, якщо вузол 
[image: image1481.wmf])
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[image: image1483.wmf]k
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 - значення функції 
[image: image1484.wmf]j

 в точці межі Г , яка найближча то точки 
[image: image1485.wmf])
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З (4) і (5) дають нам систему рівнянь яка рівна кількості невідомих. Розв’язавши її знайдемо наближені значення розв‘язку рівняння (1) в точках сітки.


Оцінимо похибку: Будемо вважати, що розв‘язок задачі має неперервні похідні до четвертого порядку включно. Розглянемо ряд Тейлора:
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де: 
[image: image1487.wmf]h
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Будуючи розклад в ряд Тейлора виходять наступні формули:

    
[image: image1489.wmf])
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Підставивши отримані рівності в (4) маємо:


[image: image1490.wmf][
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де: 
[image: image1491.wmf]h
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Якщо позначити через:
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ý

ü

î

í

ì

¶

¶

¶

¶

=

þ

ý

ü

î

í

ì

¶

¶

¶

¶

=

4

4

4

4

4

3

3

3

3

3

,

max

,

max

y

u

x

u

M

y

u

x

u

M

G

G


 
то виходячи з (7) похибку можна записати наступним чином:
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Тобто, похибка має порядок 
[image: image1494.wmf]2
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Зауваження: Якщо взяти рівняння Пуассона:
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і квадратну сітку, то отримаємо рівняння:
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Зауваження: Інколи похідні у внутрішніх точках замінюють наступним співвідношеннями:
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Тоді зміняться також різницеві рівняння.


Зауваження: Для побудови системи рівнянь (4) була використана наступна схема:

Це не є обов’язковим.

[image: image1865.wmf])

,

1

(

j

i

+

  
Система (4) зміниться:
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Інший спосіб отримання різницевих рівнянь полягає в наступному:


Для того, щоб записати різницеве рівняння, яке наближає диференціальне рівняння (1) в вузлі 
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Розглянемо лінійну комбінацію:
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[image: image1507.wmf]j
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 - значення функції 
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Вважаючи, що функція 
[image: image1510.wmf]u

 має похідні достатньо високого порядку, розкладемо цю функцію в ряд Тейлора підставимо отриманий розв‘язок і згрупуємо члени з однаковим порядком похідних:
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де: 
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де: 
[image: image1513.wmf]a

 - найменша відстань від 
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[image: image1516.wmf]h

- найменша відстань від вузла 0 до одного від всіх інших.



[image: image1517.wmf]j
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 - підбираємо так , щоб права частина (10) найменше відрізнялася від лівої частини рівняння (1) в вузлі 0.
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Якщо отримана система відносно 
[image: image1521.wmf]j

c

 матиме розв‘язок, то ми отримаємо деяке наближення розв‘язку рівняння.


Розглянемо приклади:


Рівняння Пуассона:
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Будемо розглядати квадратну сітку з кроком 
[image: image1523.wmf]h
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Для скорочення запису ліву частину рівняння (1) позначатимемо:
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У сітці вказані на малюнку вузли рівноправні і симетричні тому є смисл записати різницеву апроксимацію у вигляді:
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Вважаючи, що функція 
[image: image1526.wmf]u

 має достатню кількість похідних, то розкладемо її в ряд Тейлора в околі вузла 0 і запишемо для кожного з вузлів:
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[image: image1528.wmf]0
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[image: image1530.wmf]0
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Тоді матимемо:


[image: image1531.wmf]þ
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Щоб отримати наближення рівняння (11) треба, щоб:
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Маємо:
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Відкинувши залишковий член отримаємо різницеве рівняння:
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Приклад2: Якщо для попереднього рівняння взяти іншу схему вузлів, тоді:
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[image: image1868.wmf])
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Будуючи розклад як в попередньому прикладі і звівши подібні доданки маємо:
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[image: image1537.wmf]8
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Будуючи різні схеми вузлів будемо отримувати різні апроксимації. Причому сітка не обов’язково трикутна.


Зауваження: 1) Щоб зменшити похибку при наближенні граничних умов часто виконують екстраполяцію розв‘язку на межу області по знайдених значеннях функцій у внутрішніх точках області.



         2) На практиці для оцінки похибки часто використовують принцип Рунге:


Нехай відомо, що порядок похибки розв‘язку при використанні квадратної сітки з кроком 
[image: image1538.wmf]h

  рівний 
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Будуємо розв‘язки 
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 відповідно, тоді:
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[image: image1546.wmf]h
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[image: image1547.wmf]1
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§8. МЕТОД СІТОК РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ГІПЕРБОЛІЧНОГО ТИПУ


Розглянемо метод сіток для розв’язування диференціальних рівнянь такого типу:
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Задача1: під нею розуміють розв‘язок задачі Коші яка полягає в відшуканні розв‘язку задачі (1) в області 
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Задача2: Розв‘язок змішаної задачі яка полягає в відшуканні розв‘язку рівняння (1) в області:  
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який задовольняє початкові умови:
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і деякі умови на прямих:
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Розглядають три типи умов на прямих, що обмежують область:
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Аналогічно так само на прямій 
[image: image1559.wmf]b
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[image: image1560.wmf]g
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 - задані функції.


Розглянемо метод сіток:
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Для кожного внутрішнього вузла диференціального рівняння (1) замінимо різницевим рівнянням замінивши відповідні похідні наступним способом :
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Підставимо цю заміну в рівняння (1) маємо:
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або:
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де: 
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З останнього рівняння (8) видно, що знаючи значення розв‘язку в вузлах 
[image: image1566.wmf])
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 рядка  в усіх вузлах 
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 рядка. Тому для розв‘язку задачі необхідно знати значення в усіх вузлах рядків 
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Ці значення шукають з початкових умов з одним з наступних способів:

1) Початкові умови:
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2) Введемо додатковий (-1) рядок. Значення 
[image: image1572.wmf]u

 на цьому рядку нас не цікавлять. Але початкові умови:
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Підставивши (8) 
[image: image1574.wmf]0
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 маємо:
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Таким чином значення розв‘язку на перших двох рядках будуть знайдені за формулою:
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Значення розв‘язку на рядках шукають за (9) або (8‘).

Зауваження: У випадку рівняння 
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і квадратичної сітки 
[image: image1578.wmf]h
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Для обчислення значення на перших двох рядках отримаємо наступне:
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2) 
[image: image1581.wmf])
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Будемо вважати, що у розв‘язку 
[image: image1582.wmf])
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 існує до четвертого порядку.


Використавши розклад  в ряд Тейлора аналогічно до еліптичних рівнянь отримаємо:
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де: 
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Позначивши 
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[image: image1586.wmf]3
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Похибки апроксимації  початкових умов.


У випадку формул (8‘) перша умова похибки не дає , а друга умова дає похибку:
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У випадку (9) похибка буде:
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Означення: Різницева схема називається Явною якщо для довільного J  кожне з рівнянь яке пов‘язує значення шуканого розв‘язку на горизонтальних рядах  
[image: image1589.wmf]m
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 входить лише одна точка ряду 
[image: image1590.wmf]j

 так, що значення розв‘язку в кожній точці 
[image: image1591.wmf]-

j

го рядку можна знайти незалежно від його значень в інших точках цього рядка.


Означення: Різницева схема називається неявною, якщо для відшукання значень на 
[image: image1592.wmf]-

j

му рядку при умові , що значення на попередніх рядках відомі необхідно розв‘язати систему рівнянь яка пов‘язує значення розв‘язку в кількох точках 
[image: image1593.wmf]-
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го рядка.

Наведена вище схема є явною.

§3. МЕТОД СІТОК РОЗВ‘ЯЗУВАННЯ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ПАРАБОЛІЧНОГО ТИПУ
Поняття стійкості різницевих схем.


Нехай задано диференціальне рівняння:
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де 
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 - задані функції змінних 
[image: image1596.wmf]y
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п.1. Метод сіток для розв‘язування задачі Коші.


 Нехай нам потрібно знайти 
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[image: image1600.wmf])
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Розглянемо дві сім‘ї паралельних прямих.
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Для довільного вузла 
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Похідну по 
[image: image1605.wmf]y

 в вузлі 
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 будемо замінювати одним з трьох способів.
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В залежності від цього отримаємо три типи різні апроксимації рівняння (1):
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Аналогічно використовуючи два останніх рівняння (*) отримаємо відповідно апроксимації (4) і (5)
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Перша і третя схеми явні, друга – неявна.


Для вузлів нульового горизонтального ряду з умови (2) маємо:
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Якщо диференціальне рівняння (1) записати у вигляді:
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то рівняння (3)-(5) спрощуються (будемо позначати, що
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2)  
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3)  
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Число 
[image: image1615.wmf]a

 підбирають як омога простіші. 


п.2. Метод сіток для розв‘язування мішаних задач.
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Задачу будемо формулювати так: Знайти розв‘язок рівняння (10) в прямокутнику 
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де: [image: image1620.wmf]2
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 - задані функції змінної 
[image: image1621.wmf]y
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Розглянемо сітку точок:
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де: 
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Вузли яких лежать на прямих 
[image: image1624.wmf]0
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 будемо вважати граничними, всі інші внутрішні.


Для внутрішніх вузлів будемо мати рівняння (7)-(9).


Для вузлів які лежать на прямій 
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Для граничних вузлів на прямих 
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Тому знову отримаємо три різницеві схеми. Перша це рівняння (7) для 
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,...,

2

,

1

,

0

,

1

,...,

2

,

1

-

=

-

=

m

j

n

i

 і умови (14).


Друга схема це рівняння (8) і (14). Третя це рівняння (9) і (14).


До всіх трьох схем також додається рівність:
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п.3. Поняття стійкості різницевих схем.


При проведенні обчислень за деякою схемою неминучим є заокруглення результатів.


Бувають випадки коли похибка заокруглень (або помилка), яка виникла на певному кроці зростає дуже швидко і врешті спотворює результат.


Наприклад: Розглянемо схему:
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Означення: Різницеву схему називають стійкою, якщо обчислювальна похибка при переході від одного ряду до іншого не зростає. В протилежному випадку вона є нестійкою. 

§9. МЕТОД ПРЯМИХ РОЗВ‘ЯЗУВАННЯ ГРАНИЧНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЧАСТИННИХ ПОХІДНИХ

Суть методу прямих:


Нехай в прямокутній області: [image: image1652.wmf]{
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де: [image: image1654.wmf]0
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 і на їх межі.


Нехай розв‘язок рівняння (1) задовольняє також граничні умови:

[image: image1656.wmf]b

a

y

b

y

a

j

j

£

£

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

£

£

=

=

=

+

=

x

Y

y

y

y

y

y

U

y

y

U

x

Y

y

x

U

x

y

x

U

0

0

1

0

1

0

0

0

),

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

(

)

,

(

       (2)


де: [image: image1657.wmf]1

0

1

0

,

,

,

y

y

j

j

 - задані.

[image: image1873.wmf])

1

,

(

-

j

i


По осі [image: image1658.wmf]y

 виберемо точки [image: image1659.wmf]l

Y

m

m

j

jl

y

y

j

=

=

+

=

,

,...,

2

,

1

,

0

,

0

 і проведемо прямі [image: image1660.wmf]j

y

y

=

.
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 наступними різницевими співвідношеннями:
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Підставивши в (1) маємо:
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а також крайові умови:
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Систему (3) і (4) називають системою рівнянь методу прямих.

Загальний розв‘язок системи диференціального рівняння (3) буде залежати від 
[image: image1667.wmf]n
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 довільних сталих.

Використовуючи граничні умови (4) для відшукання цих сталих отримаємо систему 
[image: image1668.wmf]n
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лінійних алгебраїчних рівнянь, розв‘язавши їх знайдемо наближення розв‘язку рівняння на прямих 
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Зауваження: 1) Метод прямих зручно використовувати тоді коли коефіцієнти в рівнянні (1) незалежні від х.

3) Метод прямих зручно використовувати як граничний випадок методу сіток, якщо в прямокутній сітці крок по х спрямувати до 0.
§10. МЕТОД ПРЯМИХ РОЗВ‘ЯЗКУ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ ДЛЯ РІВНЯННЯ ПУАСОНА

Нехай маємо область 
[image: image1670.wmf]G

 з §4. і рівняння:
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а також граничні умови:
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Замінивши похідні так само як в §4, отримаємо:
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При цьому точність наближення рівна 
[image: image1675.wmf]2
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Розглянемо більш точну апроксимацію. Використовуючи розклад функції 
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Аналогічно замість функції 
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в ряд Тейлора можна розкласти її другу похідну:
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З останніх двох рівнянь визначимо четверту похідну, тоді:
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З рівняння (1) 
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Підставивши (6) в (5) і звівши подібні доданки маємо:
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Крім того ще граничні умови:
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(7) і (8) дають апроксимацію рівняння (1) з точністю до 
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Якщо область 
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 прямокутна і має вигляд криволінійної трапеції яка обмежена прямими:
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коректною. 
В такому випадку
 поступають так:
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Розглянемо систему прямих:
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Абсциси точок перетину прямої 
[image: image1695.wmf]j

y

y

=

 з контуром 
[image: image1696.wmf]d

Г

 і самі ці точки позначимо 
[image: image1697.wmf]2

1

,

j

j

x

x

 відповідно.

Рівняння:
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будемо розв‘язувати лише на спільній частині 
[image: image1699.wmf][
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 трьох отриманих відрізків. (Вважаючи, що 
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 крок настільки малий, що спільна частина цих відрізків буде відрізком).


Крайові умови для 
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[image: image1703.wmf])
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- задана гранична функція.

Розв‘язки системи (9) і (10) шукають методом послідовних наближень. Приймаючи за перше наближення 
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Наступні наближення шукаємо з системи рівнянь:
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§11. МЕТОД ПРЯМИХ РОЗВ‘ЯЗКУ ЗМІШАНОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ РІВНЯННЯ КОЛИВАННЯ СТРУНИ

Розглянемо метод прямих розв‘язування рівняння:
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 в області 
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Проведемо систему паралельних прямих:
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Замінивши похідну по 
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Рівняння (3) (4) апроксимує рівняння (1) з точністю до 
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Щоб отримати точнішу апроксимацію потрібно провести перетворення так само як §5.
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З (1) маємо:
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Підставивши (6) в (5) отримаємо:


[image: image1720.wmf][

]

[

]

[

]

)

(

)

(

2

1

)

(

6

5

)

(

)

(

2

)

(

1

)

(

)

(

12

1

)

(

6

5

1

1

1

1

2

1

1

y

f

y

f

y

f

y

U

y

U

y

U

h

y

U

y

U

y

U

i

i

i

i

i

i

i

i

i

-

+

-

+

-

+

+

+

=

=

+

-

-

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

  (7)


[image: image1721.wmf]i

i

i

i

n

U

U

y

y

U

y

y

U

,

2

,

1

2

1

1

0

)

0

(

,

)

0

(

)

(

)

(

),

(

)

(

j

j

y

y

=

¢

=

=

=

+


Маємо апрксимацію порядку 
[image: image1722.wmf]4

h


§12. МЕТОД ПРОГОНКИ ДЛЯ РІВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ
Розглянемо в області 
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 З граничними умовами:  
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Розглянемо в даній області прямокутну сітку:
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. В рівнянні (1) замінимо наступні співвідношення:
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Тоді підставивши в (1) отримаємо:
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Позначивши:  
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З граничних умов (2):
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Систему (3), (4) будемо розв‘язувати методом прогонки, а саме значення розв‘язку на кожному наступному рядку будемо шукати з співвідношення:
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Підставивши (6) в (3), звівши подібні доданки і виразивши 
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Порівнявши з формулою (5) будемо мати:
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При 
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Врахувавши, що 
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Формули (8) і (9) повинні бути еквівалентними, тому:
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Маючи формули (7) і (10) виконуємо прогонку в прямому напрямку і шукаємо числа 
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. Тоді застосувавши (4) і (5) за допомогою зворотного ходу шукаємо:
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Зауваження: Можна довести, що розглянута схема є стійкою при довільному 
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§13. МЕТОД ПРОГОНКИ ДЛЯ РІВНЯННЯ ПУАСОНА
Дано прямокутник 
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Яке задовольняє граничну умову:
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на межі прямокутника, де п – зовнішня нормаль. Виберемо вузли наступним чином:
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Для внутрішніх вузлів запишемо різницеві рівняння:
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а граничні умови запишемо так:
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З двох останніх рівнянь системи (4) шукаємо:
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Позначивши:  
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В системі (7) введемо позначення:
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Позначимо:
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Системи (7)  можна записати:
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Систему (9) будемо розв‘язувати методом прогонки. На етапі прямого ходу знайдемо 
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Підставивши (10) в (9) і виразивши 
[image: image1765.wmf]i
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 отримаємо:
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Порівнюючи дві останні рівності стверджуємо, що:
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Оскільки значення 
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 при всіх значеннях і. З третього рівняння системи (9) і рівності (10) при і=п маємо:
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Таким чином рівняння буде розв‘язане.
§14. ПОНЯТТЯ ПРО ФУНКЦІОНАЛИ І ОПЕРАТОРИ
Варіаційні задачі.


Нехай задано множину 
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Означення: Кажуть, що величина 
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Означення: Множина функцій К називається лінійною або лінералом, якщо для довільних функцій 
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Означення: Функціонал 
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Означення: Кажуть, що множині К заданий оператор, якщо кожній функції 
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Означення: Оператор називається лінійним, якщо він визначений на лінійній множині і для двох функцій 
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Нехай К – множина функцій визначених дійсних і неперервних в деякій області 
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Означення: Якщо 
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Означення: Якщо функція 
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Означення: Якщо для довільного 
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Означення: Оператор 
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Нехай заданий деякий функціонал 
[image: image1807.wmf]))

(

(

x

y

I

I

=

. Задача про відшукання екстремуму цього функціоналу наз варіаційною задачею, іншими словами потрібно знайти таку функцію 
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Розглянемо додатній оператор А в деякому гільбертовому просторі Н. В даному випадку оператор є симетричним.


Нехай задане рівняння:
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де: 
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 - деякий елемент цього простору 
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у – шуканий елемент.

Доведемо, що рівняння (1) має тільки один розв‘язок.

Нехай існує 
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, що неможливо для додатного оператора.

Теорема1: Якщо рівняння (1) має розв‘язок, то він дає найменше значення функціоналу:
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Теорема2: Якщо існує 
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 який задає функціоналу 
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 буде розв‘язком рівняння (1).
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