
70 
 

РОЗДІЛ VII. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

Тема 14. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування 

Теоретичні відомості 

Невизначеним інтегралом ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 функції 𝑓(𝑥)  (на проміжку 𝑋 ) нази-

вають вираз 𝐹(𝑥) + 𝐶, де 𝐹(𝑥) − одна з первісних функції 𝑓(𝑥), тобто 𝐹′(𝑥) =

𝑓(𝑥) 𝑥𝜖𝑋; 𝐶 −довільна стала. 

Таблиця основних невизначених інтегралів 

1. ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝐶, 𝑛 ≠ 1 

2. ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝐶 

3. ∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1. 

4. ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶  

5. ∫ cos 𝑥𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 

6. ∫ sin 𝑥𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶 

7. ∫
𝑑𝑥

cos2𝑥
= tg 𝑥 + 𝐶 

8. ∫
𝑑𝑥

sin2𝑥
= −ctg 𝑥 + 𝐶 

9. ∫
𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2
=

1

a
arctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0 

10. ∫
𝑑𝑥

𝑥2+1
= arctg 𝑥 + 𝐶 

11. ∫
𝑑𝑥

𝑥2−𝑎2
=

1

2a
ln |

𝑥−𝑎

𝑥+𝑎
| + 𝐶, 𝑎 > 0 

12.  ∫
𝑑𝑥

𝑥2−1
=

1

2
ln |

𝑥−1

𝑥+1
| + 𝐶 

13.  ∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= arcsin

𝑥

𝑎
+ 𝐶, 𝑎 > 0 

14.  ∫
𝑑𝑥

√1−𝑥2
= arcsin 𝑥 + 𝐶 

15.  ∫
𝑑𝑥

√𝑥2+𝑎
= ln|𝑥 + √𝑥2 + 𝑎| + 𝐶 

16. ∫
𝑑𝑥

√𝑥2+1
= ln|𝑥 + √𝑥2 + 1| + 𝐶 

 

 

Безпосереднє інтегрування 

Безпосереднє інтегрування невизначених інтегралів грунтується на 

тотожних перетвореннях підінтегральної функції та властивостях невизначеного 

інтеграла. 

Властивості невизначеного інтеграла 

1. ∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑘 ≠ 0. 

2. ∫(𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥))𝑑𝑥 = ∫𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.  (Ця властивість узагаль-

нюється на довільне скінченне число доданків) 

3. Якщо ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝐹(𝑥) + 𝐶, то для буд-яких сталих 𝑘, 𝑏 (𝑘 ≠ 0) 

∫𝑓(𝑘𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 =
1

𝑘
𝐹(𝑘𝑥 + 𝑏) + 𝐶. 
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Заміна змінної 

Обчислення невизначених інтегралів методом заміни змінної грунтується 

на формулі  

∫𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝜑(𝑥)) + 𝐶, 

де 𝐹(𝑥) − первісна 𝑓(𝑥); 𝜑′(𝑥) −похідна функції  𝜑(𝑥). 

Інтегрування частинами 

Обчислення невизначених інтегралів методом інтегрування частинами 

полягає у використанні формули  

∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −∫𝑣𝑑𝑢, 

де 𝑢, 𝑣 − функції змінної 𝑥; 𝑑𝑢 = 𝑢′(𝑥)𝑑𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑣′(𝑥)𝑑𝑥. 

Приклади розв’язування вправ 

Приклад 1. Безпосереднім інтегруванням обчислити: 

а) ∫
𝑑𝑥

√𝑥
3 ; б) ∫

𝑑𝑥

2𝑥
; в) ∫

𝑑𝑥

𝑥2+9
. 

Розвʼязання.  

а) ∫
𝑑𝑥

√𝑥
3 = ∫

1

𝑥
1
3

𝑑𝑥 = ∫𝑥
−
1

3𝑑𝑥 =
𝑥
−
1
3+1

−
1

3
+1
+ 𝐶 =

𝑥
2
3

2

3

+ 𝐶 =
3

2
𝑥
2

3 + 𝐶. 

б) ∫
𝑑𝑥

2𝑥
=∫

1

2𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (

1

2
)
𝑥
𝑑𝑥 =

(
1

2
)
𝑥

ln
1

2

+ 𝐶 = −
1

2𝑥 ln 2
+ 𝐶. 

в) ∫
𝑑𝑥

𝑥2+9
=∫

𝑑𝑥

𝑥2+32
=

1

3
arctg

𝑥

3
+ 𝐶. 

Приклад  2. Використовуючи властивості невизначеного інтеграла, знайти: 

а) ∫
3𝑑𝑥

cos2𝑥
; б) ∫

𝑑𝑥

4−𝑥2
; в) ∫ (4 −

3

𝑥
+
𝑒𝑥

2
) 𝑑𝑥. 

Розвʼязання.  

а) ∫
3𝑑𝑥

cos2𝑥
= 3 ∫

𝑑𝑥

cos2𝑥
= 3 tg 𝑥 + 𝐶. 

б) ∫
𝑑𝑥

4−𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

−(𝑥2−4)
= −∫

𝑑𝑥

𝑥2−22
= −

1

4
ln |

𝑥−2

𝑥+2
| + 𝐶. 
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в)∫ (4 −
3

𝑥
+

𝑒𝑥

2
)𝑑𝑥 = ∫4𝑑𝑥 − ∫

3

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

1

2
𝑒𝑥𝑑𝑥 = 4∫𝑑𝑥 − 3∫

1

𝑥
𝑑𝑥 +

1

2
∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 

= 4𝑥 − 3 ln|𝑥| + 0,5𝑒𝑥 + 𝐶. 

Приклад 3. Знайти невизначені інтеграли: 

а) ∫ cos2
𝑥

2
𝑑𝑥 ;  б) ∫

𝑑𝑥

𝑥2+4𝑥+13
.   

Розвʼязання.  

а) ∫ cos2
𝑥

2
𝑑𝑥 = ∫

1+cos𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2
∫(1 + cos 𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
(𝑥 + sin 𝑥) + 𝐶. 

б) ∫
𝑑𝑥

𝑥2+4𝑥+13
.  Спочатку виділимо в знаменнику повний квадрат відносно 

𝑥: 𝑥2 + 4𝑥 + 13 = (𝑥2 + 2 ∙ 𝑥 ∙ 2 + 22) + 9 = (𝑥 + 2)2 + 9. 

Обчислюємо інтеграл: 

∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 4𝑥 + 13
= ∫

𝑑𝑥

(𝑥 + 2)2 + 9
= ∫

𝑑𝑥

(𝑥 + 2)2 + 32
= 
1

3
arctg

𝑥 + 2

3
+ 𝐶. 

Приклад 4. Використовуючи заміну змінної знати:  

а) ∫ sin2 cos 𝑥 𝑑𝑥 ; б) ∫
√𝑡𝑔 𝑥

cos2𝑥
𝑑𝑥. 

Розвʼязання.  

а)∫ sin2 cos 𝑥 𝑑𝑥 = |
𝑡 = sin 𝑥

𝑑𝑡 = cos 𝑥 𝑑𝑥
| = ∫ 𝑡2𝑑𝑡 =

1

3
𝑡3 + 𝐶 =

1

3
sin3𝑥 + 𝐶. 

б) ∫
√𝑡𝑔 𝑥

cos2𝑥
𝑑𝑥 = |

𝑡 = 𝑡𝑔 𝑥

𝑑𝑡 =
1

cos2𝑥
𝑑𝑥
| = ∫√𝑡𝑑𝑡 =

2

3
𝑡
3

2 + 𝐶 =
2

3
(𝑡𝑔 𝑥)

3

2 + 𝐶. 

 Приклад 5. Обчислити невизначені інтеграли:  

а) ∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 ; б) ∫(3𝑥 − 1)𝑒𝑥𝑑𝑥. 

Розвʼязання.  

а) Покладемо 𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = cos 𝑥 𝑑𝑥. Тоді 𝑑𝑢 = (𝑥)′𝑑𝑥 = 𝑑𝑥, 𝑣 = ∫𝑑𝑣 =

sin 𝑥  

∫𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 sin 𝑥 − ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = 

= 𝑥 sin 𝑥 − (− cos 𝑥) + 𝐶 = 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝐶. 

б) ∫(3𝑥 − 1)𝑒𝑥𝑑𝑥 = |
𝑢 = 3𝑥 − 1     𝑑𝑢 = 3𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥         𝑣 = 𝑒𝑥

| = (3𝑥 − 1)𝑒𝑥 −∫3𝑒𝑥𝑑𝑥 = 

= (3𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 3𝑒𝑥 + 𝐶. 
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Питання для самоперевірки 

1. Що називають невизначеним інтегралом? 

2. Записати основні властивості невизначеного інтеграла. 

3. Які методи інтегрування існують? 

Вправа 

1. Безпосереднім інтегруванням обчислити: 

а) ∫ √𝑥
3 𝑑𝑥;  б) ∫

𝑑𝑥

𝑥2+4
;  в) ∫

𝑑𝑥

√𝑥2−1
. 

Відповідь: а) 
3

4
𝑥
4

3 + 𝐶; б) 
1

2
arctg

𝑥

2
+ 𝐶; в) ln|𝑥 + √𝑥2 − 1| + 𝐶.  

2. Знайти невизначені інтеграли:  

а) ∫(9𝑥5 − √𝑥
5
)𝑑𝑥;  б) ∫

𝑥4𝑑𝑥

𝑥2+1
;  в) ∫ ctg2𝑥𝑑𝑥;  г) ∫

𝑑𝑥

9−5𝑥2
;  д) ∫

10𝑑𝑥

𝑥2−8𝑥−9
. 

Відповідь: а) 
3

2
𝑥6 −

5

6
𝑥
6

5 + 𝐶; б) 
1

3
𝑥3 − 𝑥 + arctg 𝑥 + 𝐶; в) – ctg 𝑥 − 𝑥 + 𝐶,  

г) −
1

6√5
ln |

√5𝑥−3

√5𝑥+3
| + 𝐶;  д) ln |

𝑥−9

𝑥+1`
| + 𝐶. 

3. Використовуючи заміну змінної знати:  

а) ∫ 2sin𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥;    б) ∫
(2𝑥+5)

√𝑥2+5𝑥+9
𝑑𝑥;   в) ∫

𝑑𝑥

𝑥√ln2𝑥−4
;   г) ∫

𝑑𝑥

(arcsin𝑥)3√1−𝑥2
. 

Відповідь:  

а) 
1

ln2
2sin𝑥 + 𝐶; б) 2√𝑥2 + 5𝑥 + 9 + 𝐶; в) ln|ln 𝑥 + √ln2𝑥 − 4| + 𝐶;  

г) −
1

2(arcsin 𝑥)2
+ 𝐶. 

4. Обчислити невизначені інтеграли:  

а) ∫(3 − 4𝑥) cos 2𝑥 𝑑𝑥 ; б) ∫ 𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥; в) ∫ 𝑥 ln 𝑥𝑑𝑥. 

Відповідь: а) 
3−4𝑥

2
sin 2𝑥 − cos 2𝑥 + 𝐶; б) (𝑥2 − 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 + 𝐶; 

в) 
𝑥2

4
(2 ln 𝑥 − 1) + 𝐶. 
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