
23 
 

Лекція 5. Добутки векторів 

План 

1. Скалярний добуток двох векторів 

2. Векторний добуток двох векторів 

3.Мішаний добуток трьох векторів 

 

1. Скалярний добуток двох векторів 

Скалярним добутком двох ненульових векторів 𝑎  і �⃗�   називається число 

(скаляр), що обчислюється за формулою  𝑎 ∙ �⃗� = |𝑎 ||�⃗� |𝑐𝑜𝑠𝜑,  де  — кут між 

цими векторами.  

Якщо 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧) , �⃗� = (𝑏𝑥;  𝑏𝑦;  𝑏𝑧), то  𝑎 ∙ �⃗� = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 . 

Необхідною і достатньою умовою перпендикулярності векторів 𝑎  і �⃗�  є  

𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 = 0. 

Кут між двома векторами 𝑎  і �⃗�  можна знайти за формулою: 

𝑐𝑜𝑠𝜑 =
𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧

√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2√𝑏𝑥

2 + 𝑏𝑦
2 + 𝑏𝑧

2
. 

Властивості скалярного добутку: 

1. 𝑎 ∙ �⃗� = �⃗� ∙ 𝑎 ;  

2. (𝛼𝑎 )�⃗� = 𝛼(𝑎 �⃗� ); 

3. 𝑎 (�⃗� + 𝑐 ) = 𝑎 �⃗� + 𝑎 𝑐 ; 

4. (𝑎 𝑎 ) = |𝑎 |2;  √(𝑎 )2 = |𝑎 |; 

5. 𝑎 ∙ �⃗� = 0, якщо 𝑎  і �⃗�  перпендикулярні, і навпаки (𝑎 ≠ 0, �⃗� ≠ 0). 

6. 𝑎 ∙ �⃗� > 0, то кут 𝜑 − гострий,  𝑎 ∙ �⃗� < 0, то кут 𝜑 − тупий. 

7. 𝑎 ∙ �⃗� = |𝑎 |пр�⃗� �⃗� = |�⃗� |пр�⃗� 𝑎 . 

 

2. Векторний добуток двох векторів 

Векторним добутком вектора 𝑎  на  �⃗�  називається вектор 𝑐  такий, що: 
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1)  |𝑐 | = |𝑎 ||�⃗� |𝑠𝑖𝑛𝜑, де  — кут між двома векторами; 

2) вектор 𝑐  перпендикулярний до кожного з векторів 𝑎  і �⃗� ; 

3) вектор 𝑐  спрямований так, що коли дивитися з його кінця на площину, 

в якій лежать вектори 𝑎  і �⃗� , то поворот вектора 𝑎  до вектора �⃗�  відбувається на 

найменший кут проти годинникової стрілки. 

Позначення: 𝑐 = 𝑎 × �⃗� . 

 

Рис. 5 

 

Якщо 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧) , �⃗� = (𝑏𝑥;  𝑏𝑦;  𝑏𝑧), то 

𝑐 = 𝑎 × �⃗� = |
𝑖 𝑗 �⃗� 

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

|. 

Властивості векторного добутку: 

1. 𝑎 × �⃗� = 0 тоді і тільки тоді, коли 𝑎 ||�⃗� . 

2. 𝑎 × �⃗� = −�⃗� × 𝑎 . 

3. (𝛼𝑎 × �⃗� ) = 𝛼(𝑎 × �⃗� ). 

4. (𝑎 + �⃗� ) × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 + �⃗� × 𝑐 . 

5. |𝑎 × �⃗� | = 𝑆паралелограма. 

 

3.Мішаний добуток трьох векторів 

Мішаним добутком векторів 𝑎 , �⃗� , 𝑐  називається число, яке дорівнює 

скалярному добутку вектора 𝑎  на векторний добуток векторів �⃗�  і 𝑐 , тобто 𝑎 ∙

(�⃗� × 𝑐 ). Позначення: 𝑎 �⃗� 𝑐 = 𝑎 ∙ (�⃗� × 𝑐 ).  
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Властивості мішаногого добутку: 

1. |𝑎 �⃗� 𝑐 | = 𝑉паралелепіпеда. 

2. Умова компланарності трьох векторів заданих в координатах: 

𝑎 ∙ (�⃗� × 𝑐 ) = |

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

| = 0. 

Приклад.  Дано три точки 𝐴(1; 1; 1), 𝐵(2; 2; 1), 𝐶(2; 1; 2). Знайти кут 𝐵𝐴𝐶. 

Розв’язання. Знайдемо вектори 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {1; 1; 0}, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {1; 0; 1}. Згідно з 

формулою кута між векторами маємо: 

cos(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗^𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
1 ∙ 1 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 1

√12 + 12 + 02 ∙ √12 + 02 + 02
=
1

2
. 

Отже, кут 𝐵𝐴𝐶 = 60о. 

Приклад. Дано вершини трикутника 𝐴(−1;−1; 2), 𝐵(5;−6; 2),  

𝐶(1; 3;−1). Обчислити довжину його висоти, опущеної з вершини 𝐵 на сторону 

𝐴𝐶. 

Розв’язання. З елементарної математики відомо, що 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐶 ∙ 𝐵𝐷. 

Звідки шукана висота  

𝐵𝐷 =
2𝑆

𝐴𝐶
. 

Знайдемо вектори 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {4;−5; 0}, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {0; 4; −3}. 

Тоді 𝐴𝐶 = |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √16 + 9 = 5, а 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|. Оскільки 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 �⃗� 

4 −5 0
0 4 −3

| = 15𝑖 + 12𝑗 + 16�⃗� . 

Тоді |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 25. Отже, 2𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = 25,  𝐵𝐷 =
2𝑆

𝐴𝐶
=

25

5
= 5. 
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