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РОЗДІЛ II. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 

Тема 4. Вектори та операції над ними 

Теоретичні відомості 

Вектором називається напрямлений відрізок, тобто відрізок, для якого 

вказано початок 𝐴 і кінець 𝐵. Позначення вектора: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ або 𝑎 . 

Довжиною (модулем) вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ називають довжину відрізка, яким він 

зображається. Позначення: |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|, |𝑎 |.  

Вектор 𝑎  називається одиничним, якщо |𝑎 | = 1.  

Вектор, початок та кінець якого співпадають, називається нульовим 

вектором. Позначення: 0.⃗⃗    

Вектори, що лежать на одній прямій або на паралельних прямих, 

називаються колінеарними.  

Два вектори 𝑎  і �⃗�  називають рівними, якщо вони однаково напрямлені та 

мають рівні модулі. 

Добутком вектора 𝑎  на число 𝑡 називають вектор 𝑐 , що:  

1) |𝑐 | = |𝑡||𝑎 |;  

2) 𝑐 ↑↑ 𝑎 , якщо 𝑡 > 0 та 𝑐 ↑↓ 𝑎 , якщо 𝑡 < 0. 

Сумою векторів 𝑎  та �⃗�  називають вектор 𝑐 = 𝑎  + �⃗� , проведений з початку 

вектора 𝑎  до кінця вектора �⃗� , при умові, що кінець вектора 𝑎  співпадає з 

початком вектора �⃗�  (правило трикутника).  

 

 

Рис. 1 
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Якщо вектори 𝑎  і �⃗�  неколінеарні, то суму 𝑎  + �⃗�  можна знайти за правилом 

паралелограма, яке ілюструється наступним рисунком: 

 

Рис. 2 

Різницею векторів 𝑎  та �⃗�  називають суму векторів 𝑎  та (−1)�⃗� , тобто  

𝑎  − �⃗� =  𝑎  +(−1) �⃗� . 

Упорядкована трійка одиничних попарно ортогональних векторів 

називається ортонормованим базисом. Позначають ортонормований базис 

через вектори  𝑖 ,  �⃗⃗� , �⃗� , що за напрямом збігаються з осями Ох, Оу, Оz. 

Довільний вектор 𝑎  можна подати у вигляді 

𝑎 = 𝑎𝑥 𝑖 + 𝑎𝑦  �⃗� + 𝑎𝑧�⃗�   або 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧). 

Якщо точка 𝐴(𝑥1;  𝑦1;  𝑧1) − початок вектора, а точка 𝐵(𝑥2;  𝑦2;  𝑧2) − його 

кінець, то  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1;  𝑦2 − 𝑦1;  𝑧2 − 𝑧1). 

Довжину вектора 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧) шукають 

|𝑎 | = √𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2. 

Вектори 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧) і �⃗� = (𝑏𝑥;  𝑏𝑦;  𝑏𝑧) колінеарні тоді і лише тоді, 

коли їх відповідні координати пропорційні. 

Три вектори, що лежать в одній площині або у паралельних площинах, 

називаються компланарними.  

Вектори 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧),  �⃗� = (𝑏𝑥;  𝑏𝑦;  𝑏𝑧), с = (с𝑥;  с𝑦; с𝑧)  компланарні 

тоді і лише тоді, коли  
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|

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
с𝑥 с𝑦 с𝑧

| = 0. 

Для векторів 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧), �⃗� = (𝑏𝑥;  𝑏𝑦;  𝑏𝑧) та 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 виконується: 

𝑎 + �⃗� = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥; 𝑎𝑦 + 𝑏𝑦; 𝑎𝑧 + 𝑏𝑧); 

𝑎 − �⃗� = (𝑎𝑥 − 𝑏𝑥; 𝑎𝑦 − 𝑏𝑦; 𝑎𝑧 − 𝑏𝑧); 

𝛼 ∙ 𝑎 = (𝛼𝑎𝑥;  𝛼𝑎𝑦;  𝛼𝑎𝑧). 

Напрямними косинусами вектора 𝑎 = (𝑎𝑥;  𝑎𝑦;  𝑎𝑧)  називають косинуси 

кутів 𝛼, 𝛽, 𝛾, які вектор 𝑎  утворює з додатними напрямами осей координат: 

cos 𝛼 =
𝑎𝑥

√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2
;  cos 𝛽 =

𝑎𝑦

√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2
;  

cos 𝛾 =
𝑎𝑧

√𝑎𝑥
2 + 𝑎𝑦

2 + 𝑎𝑧
2
. 

Виконується співвідношення  

cos2 𝛼 + cos2𝛽 + cos2𝛾 = 1. 

Ортом 𝑎0⃗⃗⃗⃗  вектора 𝑎  називають одиничний вектор, координатами якого є  

напрямні косинуси: 𝑎0⃗⃗⃗⃗ = (cos 𝛼 ;  cos 𝛽 ; cos 𝛾). Виконується  𝑎0⃗⃗⃗⃗ =
�⃗� 

|�⃗� |
. 

Нехай задано вектори 𝑎  і 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . Проекцію вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  на вектор 𝑎  

(позначення пр�⃗� 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) обчислюють  

пр�⃗� 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| cos 𝜑, 

де 𝜑 − кут між 𝑎  і 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 

Рис. 3 

Приклади розв’язування вправ 

Приклад 1. Дано |𝑎 | = 13, |�⃗� | = 19 і |𝑎 + �⃗� | = 24. Обчислити  |𝑎 − �⃗� |.  

Розвʼязання. Зобразимо на рисунку 𝑎 + �⃗�  та 𝑎 − �⃗� : 
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Рис. 4 

Вектори 𝑎 + �⃗�  та 𝑎 − �⃗�  є діагоналями паралелограма. Для знаходження 

довжини діагоналі скористаємось наступною властивістю паралелограма: 

|𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
+ |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
= 2(|𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

2
+ |𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

2
). 

 |𝑎 + �⃗� |
2
+ |𝑎 − �⃗� |

2
= 2(|𝑎 |2 + |�⃗� |

2
) , |𝑎 − �⃗� |

2
= 2|𝑎 |2 + 2|�⃗� |

2
− |𝑎 + �⃗� |

2
; 

|𝑎 − �⃗� | = √2 ∙ 132 + 2 ∙ 192 − 242 = √484 = 22. 

Приклад 2. Обчислити довжину вектора 𝑎 = (6; 3; −2) і його  напрямні 

косинуси. 

Розвʼязання. Довжина вектора |𝑎 | = √62 + 32 + (−2)2 = 7;  

cos 𝛼 =
6

7
; cos 𝛽 =

3

7
; cos 𝛾 =

−2

7
. 

Приклад 3. Вектор 𝑎  утворює з координатними осями 𝑂𝑥, 𝑂𝑦  кути 𝛼 =

600, 𝛽 = 1200. Обчислити його координати, якщо |𝑎 | = 2. 

Розвʼязання. За формулами 𝑎𝑥 = |𝑎 | cos 𝛼 = 2 ∙ cos 600 =2 ∙
1

2
= 1  𝑎𝑦 =

2 ∙ cos 1200 = 2 ∙ (−
1

2
) = −1.   Далі 4 = 1 + 1 + 𝑎𝑧

2 ; звідки 𝑎𝑧 = ±√2.  Таким 

чином, 𝑎 = {1; −1; √2} або 𝑎 = {1;  −1;  −√2}. 

Приклад 4. Знайти координати точки  𝑀, якщо її радіус-вектор утворює з 

координатними осями однакові кути, а модуль радіуса-вектора дорівнює 3.  

Розвʼязання. За умовою |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = |𝑟 | = 3  і 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 . Тому 3𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1 , 

звідки cos 𝛼 = ±
1

√3
= ±

√3

3
. Таким чином 

𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 = 𝑟𝑧 = 3 ∙ (±
√3

3
) = ±√3. 
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Отже, умові задачі задовольняють дві точки: 𝑀1 = (−√3; −√3;−√3) , 

𝑀2 = (√3; √3; √3). 

Приклад 5. Знайти точку 𝑁 , з якою збігається кінець вектора                 

𝑎 = {3;−1; 4}, якщо його початок є точка 𝑀(1; 2;  −3). 

Розвʼязання. Нехай точка 𝑁  має координати 𝑥, 𝑦, 𝑧.  Тоді 𝑎 = 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

{𝑥𝑁 − 1; 𝑦𝑁 − 2; 𝑧𝑁 + 3}, а за умовою 𝑎 = {3;−1; 4}.  

Тоді 𝑥𝑁 − 1 = 3, 𝑦𝑁 − 2 = −1, 𝑧𝑁 + 3 = 4. Звідки 𝑥𝑁 = 4, 𝑦𝑁 = 1, 𝑧𝑁 = 1. 

Шукана точка 𝑁(4; 1; 1). 

Приклад 6. Вектори 𝑎  і �⃗�  взаємно перпендикулярні, причому |𝑎 | = 5 , 

|�⃗� | = 12. Знайти |𝑎 + �⃗�  |. 

Розвʼязання. Оскільки вектори 𝑎  і �⃗�  взаємно перпендикулярні, то 

перпендикуляр, побудований на них, вироджується в прямокутник. На основі 

властивостей діагоналей паралелограма, зокрема прямокутника, одержимо 

2|𝑎 + �⃗�  |
2
= 2(25 + 144). Звідки 𝑎 + �⃗� = 13. 

Приклад 7. Обчислити модулі суми і різниці векторів 𝑎 = {3; −5;  8} і 

�⃗� = {−1;  1;  −4}. 

Розвʼязання. Знайдемо вектори 𝑎 + �⃗�  та 𝑎 − �⃗� . Маємо  

𝑎 + �⃗� = {3 − 1; −5 + 1;  8 − 4} = {2; −4; 4}, 𝑎 − �⃗� = {3 + 1;  −5 − 1; 8 + 4} =

{4; −6; 12}.  Далі знайдемо довжини векторів:  

|𝑎 + �⃗�  | = √22 + (−4)2 + 42 = 6, |𝑎 − �⃗�  | = √42 + (−6)2 + 122 = 14. 

Приклад 8.  Дано точки 𝐴(1;  −2; 2), 𝐵(3; 1; 7). Знайти проекції вектора 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ на осі координат. 

Розвʼязання. Координати вектора в прямокутній системі координат є 

проекціями цього вектора на осі, тобто пр𝑂𝑥𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥2 − 𝑥1 = 3 − 1 = 2,  

пр𝑂𝑦𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑦2 − 𝑦1 = 1 − (−2) = 3, пр𝑂𝑧𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧2 − 𝑧1 = 7 − 2 = 5. 

Приклад 9. Перевірити колінеарність векторів 𝑎 і �⃗� , якщо                        

𝑎 = (3; 2;−4), �⃗� = (−6;−4; 8).  
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Розвʼязання. Вектори колінеарні, якщо їх координати пропорційні, тобто  

3

−6
=

2

−4
=
−4

8
;  −

1

2
= −

1

2
= −

1

2
. 

Отже, вектори колінеарні. 

Приклад 9. Написати розклад вектора 𝑥 (2; 5; 0)у базисі 𝑒1⃗⃗  ⃗ = (1; 2; −1), 

𝑒2⃗⃗  ⃗ = (3; 6; 1), 𝑒3⃗⃗  ⃗ = (3; 9; 3).  

Розвʼязання. Використаємо формулу розкладу вектора за базисом 

𝑥 = 𝑥1𝑒1⃗⃗  ⃗ + 𝑥2𝑒2⃗⃗  ⃗ + 𝑥3𝑒3⃗⃗  ⃗. 

Підставимо координати  

𝑥1 (
1
2
−1
) + 𝑥2 (

3
6
1
) + 𝑥3 (

3
9
3
) = (

2
5
0
).  

Розв'язком цієї системи є 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 0, 𝑥3 =
1

3
.  Тоді 𝑥 = 𝑒1⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝑒3⃗⃗  ⃗ − 

розклад вектора 𝑥  в базисі 𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑒3⃗⃗  ⃗. 

Питання для самоперевірки 

1. Що називається вектором і довжиною вектора? 

2. Які вектори називаються колінеарними, комплaнарними, рівними між 

собою? 

3. Які дії над векторами називають лінійними? Сформулюйте їх 

властивості. 

4. Що називається базисом на площині, у просторі? 

5. Як знайти координати вектора, якщо відомі координати його 

початкової та кінцевої точок? 

6. Дайте означення напрямних косинусів вектора. Сформулюйте їх 

властивості. 

7. Чому дорівнює проекція вектора на вісь? 

8. Що називають ортом вектора і як він знаходиться? 

9. Як розкласти вектор по координатному базису? 

10. Як виконати додавання, віднімання та множення вектора на число, 

якщо відомі координати векторів? 
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11. Як знайти модуль вектора, заданого координатами? 

Вправи 

1. Відомі дві координати вектора: 𝑎𝑥 = 4 , 𝑎𝑦 = −12.  Знайти 𝑎𝑧 , якщо  

|𝑎 | = 13.  

Відповідь: 𝑎𝑧 = ±3. 

2. Знайти початок вектора 𝑎 = {2; −3;−1} , якщо його кінець точка 

𝑀(1;−1; 2). 

Відповідь: (−1; 2; 3). 

3. Вектор 𝑎  утворює з координатними осями 𝑂𝑥,𝑂𝑦  кути 𝛼 = 400, 𝛽 =

800. Знайти кут який утворює цей вектор з віссю 𝑂𝑧. 

Відповідь: 1280 

4. Відомі три послідовні вершини паралелограма 𝐴(1;−2; 3), 𝐵(3; 2; 1),  

𝐶(6; 4; 4). Знайди четверту вершину. 

Відповідь: 𝐷(4; 0; 6).  

5. Побудувати вектор 𝑎 = 2𝑖 + 3𝑗 + 6�⃗� . Знайти його довжину та напрям. 

Відповідь: |𝑎 | = 7, cos 𝛼 =
2

7
,  cos 𝛽 =

3

7
,  cos 𝛾 =

6

7
.   
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