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ВСТУП 

Теорія ймовірностей та математична статистика, які дедалі ширше 

застосовуються в багатьох галузях науки і техніки, є важливими складовими 

фундаментальної підготовки сучасних висококваліфікованих фахівців. 
Курс лекцій містить теоретичні відомості та приклади розв’зання задач до 

кожної з тем програми та ставить за мету допомогти студенту оволодіти 

основними методами кількісної оцінки дії випадкових факторів, що впливають 
на будь-які процеси, включаючи і економічні; показати, як використовувати ці 

знання при плануванні, організації та управлінні виробництвом, аналізі 

технологічних процесів і т. п.; виробити вміння самостійно вивчати навчальну 

та наукову літературу, навики моделювання випадкових явищ, процесів. 
Для реалізації цієї мети студент повинен опанувати основні методи 

знаходження ймовірностей випадкових величин та їх числових характеристик; 

вміти застосовувати статистичні методи до обробки й аналізу даних і приймати 
на основі цього обґрунтовані рішення. Ці вміння та навички дадуть можливість 

добре засвоїти теоретичні і практичні основи теорії ймовірностей та 

математичної статистики, що сприятиме формуванню професійних 

компетентностей у здобувачів вищої освіти щодо ефективного розв’язання 
різноманітних завдань майбутньої  професійної діяльності в умовах 

інформаційного суспільства. 
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РОЗДІЛ І. ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ 

ТЕМА 1. ВИПАДКОВІ ПОДІЇ 

Лекція 1. Основні поняття теорії ймовірностей. Простір елементарних 

подій 

План 

1. Класифікація подій 

2. Простір елементарних подій 

1. Класифікація подій 
Математична наука, що вивчає закономірності масових подій, називається 

теорією ймовірностей. 

Науку, що використовує теорію ймовірностей для обробки численних 

одиниць інформації як наслідків експерименту, називають математичною 

статистикою. 
Послідовність операцій, що виконуються з додержанням певного 

комплексу умов, називають експериментом (дослідом, випробуванням). 

Наслідок будь-якого експерименту називають подією. 
Події поділяються на вірогідні, неможливі та випадкові.  

Якщо в результаті експерименту, здійснюваного з додержанням певного 

комплексу умов, певна подія обов’язково настає, то вона називається вірогідною. 

Вірогідна подія позначається символом  («омега»). 
Подія називається неможливою, якщо в результаті експерименту, 

проведеного з додержанням певного комплексу умов, вона не настає ніколи. 

Неможлива подія позначається символом  (порожня множина). 
Подія називається випадковою, якщо за певного комплексу умов у 

результаті експерименту вона може настати або не настати залежно від дії 

численних несуттєвих факторів, урахувати які дослідник не в змозі. 
Випадкові події позначають символами А, В, С, … або А1, А2, А3,…, Аk; В1, В2, 

…, Вn. 

Подія, що може відбутися внаслідок проведення однієї і лише однієї 

спроби (експерименту), називається простою (елементарною) випадковою 
подією. 

Елементарні події позначаються і (і = 1, 2, 3,…) і в теорії ймовірностей, так 

само як, скажімо, точка в геометрії, не поділяються на простіші складові. 

 

2. Простір елементарних подій 
Кожному експерименту з випадковими результатами (наслідками) 

відповідає певна множина  елементарних подій i, кожна з яких може 

відбутися внаслідок його проведення: і  . Множину називають простором 

елементарних подій. 

Приклад 1. Монету підкидають чотири рази. Побудувати простір 
елементарних подій для цього експерименту і такі випадкові події: 

1) А — герб випаде двічі; 2) В — герб випаде не менш як тричі. 
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Розв’язання. Шуканий простір елементарних подій: 

Ώ = гггг, гггц, ггцг, гцгг, ццгг, ггцц, гццг, гцгц, цгцг, ццгг, цггц, гццц, 

цгцц, ццгц, цццг, цццц; 

1) А = ггцц, ццгг, гцгц, цгцг, гццг, цггц; 

2) В = гггг, гггц, ггцг, гцгг, цггг). 

Простір елементарних подій може бути як дискретним, так і неперервним. 

Якщо множина є зчисленною, тобто всі її елементи можна перелічити або 

принаймні пронумерувати (кожній елементарній події поставити у 
відповідність один і тільки один елемент нескінченної послідовності 

натуральних чисел 1, 2, 3, …), то простір елементарних подій називають 

дискретним. Він може бути обмеженим і необмеженим. У протилежному 
випадку простір елементарних подій називають неперервним. 

Простір елементарних подій є математичною моделлю певного 

ідеалізованого експерименту в тому розумінні, що будь-який можливий його 

наслідок описується однією і лише однією елементарною подією — наслідком 
експерименту. 

 

 

Лекція 2. Алгебра подій. Аксіоми теорії ймовірностей та їх наслідки 

План 

1. Алгебра подій. 

2. Повна група подій. Протилежні події. 

3. Аксіоми теорії ймовірностей та їх наслідки. 

1. Алгебра подій. 


Додавання. Сумою двох подій А і В називається така подія С = А В (С = 

А + В), яка внаслідок експерименту настає з настанням принаймні однієї з подій 

А або В. Подію АВ схематично зображено на рис. 1 заштрихованою областю. 

Операція АВ називається об’єднанням цих подій. 


Множення. Добутком двох подій А і В називається така подія С = АВ 

(С = АВ), яка внаслідок експерименту настає з одночасним настанням подій А і 

В. 

Операція АВ називається перерізом цих подій (рис. 2). 


Віднімання. Різницею двох подій А і В називається така подія 

С = А \ В (С = А – В), яка внаслідок експерименту настає з настанням події А і 
одночасним ненастанням події В (рис. 3). 

А      А       В     В

  рис.1                         

А                      В

А В     рис.2                           

А В \                 

А В                      рис.3 
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Якщо А∩В  , то випадкові події А і В називають сумісними. Якщо 

А∩В = , то такі випадкові події А і В називають несумісними. 

 

2. Повна група подій. Протилежні події 

Якщо А1A2A3… …An = 
1

n

i

i

A


= , то такі випадкові події утворюють 

повну групу, а саме: внаслідок експерименту якась із подій Аі обов’язково 

настане. 

Дві несумісні випадкові події, що утворюють повну групу, називають 
протилежними. 

Подія, яка протилежна А, позначається A . Справедливі наступні 

співвідношення: А A  = Ω,  А∩ A  = . 

Випадкові події А, В, С (А  Ω, В   Ω, С   Ω), для яких визначено операції 
додавання, множення та віднімання, підлягають таким законам: 

1. АА = А, АА = А.  

2. АВ = ВА.  

3. АВ = ВА. 
Комутативний закон для операцій 

додавання та множення. 

4. (АВ) С = А  (ВС).  

5. (АВ) С = А  (ВС). 

Асоціативний закон для 

операцій додавання та 

множення. 

6. (АВ) С = (АС)   (ВС). Перший 

дистрибутивний 

закон. 

7. (АВ) С = (АС)   (ВС). Другий 

дистрибутивний 

закон. 

8. АΩ = Ω. 

9. АΩ = А. 

10. А = А. 

11. А = . 

12. A  = Ω \ А. 

13.   = . 

14.   = Ω.  

15. А (А B ) = А; В = В 

 (В A). 

16. BABA   . 

17. BABA   . 

Елементарні випадкові події задовольняють такі твердження: 1) між собою 
несумісні; 2) утворюють повну групу; 3) є рівноможливими, а саме: усі 

елементарні події мають однакові можливості відбутися внаслідок проведення 

одного експерименту. 
Для дискретного простору Ω перші два твердження можна записати так:  

1) ωіωj = , і   ј; 2) 
1

n

i

i




= Ω. 

Для кількісного вимірювання появи випадкових подій і їх комбінацій 

уводиться поняття ймовірності події, що є числом такої ж природи, як і 

відстань у геометрії або маса в теоретичній механіці. 

 

 



 9 

3. Аксіоми теорії ймовірностей та їх наслідки. 

Нехай задано довільний простір елементарних подій — множину Ω і  — 

деяка система випадкових подій. 
Система подій називається алгеброю подій, якщо: 

1. Ώ  . 

2. Із того, що А  , В  , випливає: що АВ   , АВ  , А \ В  . 

Із тверджень 1 і 2 дістаємо, що Ø = Ώ \ Ώ, а отже, Ø  . Найменшою 

системою, яка буде алгеброю подій, є  = (Ø, Ώ). Якщо Ώ — обмежена 

множина, то система  також буде обмеженою. Якщо множина містить n 

елементів, то кількість усіх підмножин буде 2n. 

Якщо Ω є неперервною множиною, то система  утворюється 

квадровними підмножинами множини Ω, які також утворюють алгебру подій. 

Числова функція Р, що визначена на системі подій , називається 

ймовірностю, якщо: 

1.  є алгеброю подій. 

2. Для будь-якого А   існує  P A 0 . 

3. Р (Ω) = 1. 

4. Якщо А і В є несумісними (АВ = Ø), то  

      P A B P A P B  . 

Для розв’язування задач з нескінченними послідовностями подій, наведені 
аксіоми необхідно доповнити аксіомою неперервності. 

5. Для будь-якої спадної послідовності 1 2 3 ... ...nA A A A  подій із , 

такої, що 
1

і

n

A


Ø, випливає рівність
1

limP 0n

n

A


 
 

 
. 

Трійка (, Ω, Р), де  є алгеброю подій і Р задовольняє аксіоми 1-5, 
називається простором імовірностей. 

Наслідки аксіом 

1. Якщо випадкові події А1, А2, А3, … Аn є несумісними попарно, то 

 
11

P
n n

і i

iі

A P A


 
 

 
 . 

2. Якщо випадкові події А1, А2, А3, … Аn  утворюють повну групу, 

то
1

P 1
n

і

і

A


 
 

 
. 

       P A B P A P B P A B    

3. Формула додавання для n сумісних випадкових подій має такий вигляд: 

             P A B C P A P B P C P A B P A C P B C        

 P A B C . 

4. Якщо випадкова подія А сприяє появі  B A B , то    P A P B . 
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Лекція 3. Найпростіші ймовірності моделі 

План 

1. Класичне означення ймовірності 

2. Геометрична ймовірність 

1. Класичне означення ймовірності 

Імовірністю випадкової події А називається невід’ємне число Р(А), що 
дорівнює відношенню числа елементарних подій m (0mn), які сприяють появі 

А, до кількості всіх елементарних подій n простору Ω: 

Р (А) = 
m

n
 (3.1) 

Для неможливої події Р () = 0  (m = 0); для вірогідної події Р (Ω) = 1 (m = 
n). 

Отже, для довільної випадкової події 0 ( ) 1P A  . 

Приклад 1. Гральний кубик підкидають один раз. Яка ймовірність того, 

що на грані кубика з’явиться число, кратне 3? 

Розв’язання. Число всіх елементарних подій для цього експерименту n = 6. 
Нехай В — поява на грані числа, кратного 3. Число елементарних подій, що 

сприяють появі В, дорівнює двом (m = 2). 

Отже, 
2 1

( )
6 3

m
P B

n
   . 

2. Геометрична ймовірність 
Класичне означення ймовірності придатне лише для експериментів з 

обмеженим числом рівномірних елементарних подій, тобто коли множина Ώ 

(простір елементарних подій) обмежена. 

Якщо множина Ώ є неперервною і квадровною, то для обчислення 

ймовірності А (А  Ώ) використовується геометрична ймовірність 

 
( )

P A
( )

m A

m



 (3.2) 

Якщо множина Ώ вимірюється в лінійних одиницях, то Р(А) 
дорівнюватиме відношенню довжини, якщо Ώ вимірюється у квадратних 

одиницях, то Р (А) дорівнюватиме відношенню площ, і т. ін. 

Приклад 2. По трубопроводу між пунктами А і В перекачують нафту. Яка 

ймовірність того, що пошкодження через певний час роботи трубопроводу 
станеться на ділянці довжиною 100 м. 

Розв’язання. Простір елементарних подій Ώ= 0 2кмl  , тоді 

 0 0,1 кмA l    (А  Ώ). 

Згідно з (3.3) маємо:   1( ) 0,1 1
P A

( ) 2 20

m A l

m l
   


. 
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Лекція 4. Елементи комбінаторики в теорії ймовірностей: 

перестановки, розміщення та комбінації 

План 

1. Перестановки 

2. Розміщення 

3. Комбінації 

1. Перестановки 

Перестановкою із n елементів називають такі впорядковані множини з n 
елементів, які різняться між собою порядком їх розміщення. 

Кількість таких упорядкованих множин обчислюється за формулою 

 nP ! 1 2 3 4 ... 1 ,n n n       (4.1) 

де n набуває лише цілих невід’ємних значень. 

Оскільки  ! 1 !n n n  , то при n = 1 маємо 1! = 0! 

Приклад 1. На кожній із шести однакових карток записано одну з літер Я, 

І, Р, Е, О, Т. 
Яка ймовірність того, що картки, навмання розкладені в рядок, утворять слово 

Т Е О Р І Я ? 

Розв’язання. Кількість усіх елементарних подій (елементів множини Ω) 

n = 6! = 6  5  4  3  2  1 = 720. 

Кількість елементарних подій, що сприяють появі слова ТЕОРІЯ, m = 1. 

Позначивши розглядувану подію через В, дістанемо: 

 
1 1

P B
6! 720

m

n
   . 

2. Розміщення 

Розміщенням із n елементів по m (0 m n  ) називаються такі впорядковані 

множини, кожна із яких містить m елементів і які відрізняються між собою 

порядком розташування цих елементів або хоча б одним елементом. 
Кількість таких множин обчислюється за формулою 

    A 1 2 ... 1m

n n n n n m      (4.2) 

Наприклад, 3

9A 9 8 7 504    . 

Приклад 2. У кімнаті перебувають 10 студентів. Яка ймовірність того, що 
два і більше студентів не мають спільного дня народження? 

Розв’язання. Вважаємо, що рік має 365 днів. Для кожного студента в 
загальному випадку існує 365, а для 10 студентів — 36510 можливих днів 

народження. Отже, маємо n = 36510 елементарних подій множини Ω. Позначимо 

через В випадкову подію, яка полягає в тому, що дні народження студентів не 

збігаються. Кількість елементарних подій, що сприяють появі В, 10

365Am  . 
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3. Комбінації 

Комбінаціями з n елементів по  0m m n   називаються такі множини з m 

елементів, які різняться між собою хоча б одним елементом. 

Кількість таких множин 
 

!

!

m
m n
n

m

A n
C

P m n m
 


.                                         (4.3) 

Приклад 3. У цеху працює 10 верстатів-автоматів, кожний із яких може з 
певною ймовірністю перебувати в роботоздатному стані або в стані поломки. 

Яка ймовірність того, що під час роботи верстатів-автоматів із ладу вийдуть три 
з них? 

Розв’язання. Оскільки кожний верстат-автомат може перебувати у двох 

несумісних станах — роботоздатному або нероботоздатному, то кількість усіх 

елементарних подій множини Ω буде n = 210. 
Позначимо через А випадкову подію — із ладу вийде три верстати з десяти. 

Тоді кількість елементарних подій, що сприяють появі А, буде 

3

10

10! 10 9 8 7!
120

3!7! 1 2 3 7!
m C

  
   

  
. 

Отже,  
3

10

10 10

120
P A

2 2

m C

n
   . 

 

Лекція 5. Залежні та незалежні випадкові події. Умовна ймовірність. 

Формула повної ймовірності 

План 

1. Умовна ймовірність та її властивість 

2. Формули множення ймовірностей 

3. Формула повної ймовірності 

4. Формула Байєса 

 

1. Умовна ймовірність та її властивість 

Випадкові події А і В називають залежними, якщо поява однієї з них (А або 

В) впливає на ймовірність появи іншої. 
У протилежному випадку випадкові події А і В називаються 

незалежними. 

Якщо ймовірність випадкової події А обчислюється за умови, що подія В 

відбулася, то така ймовірність називається умовною. Ця ймовірність 
обчислюється за формулою  

 
( )

P A B
( )

Р А В
/

Р В
 ,  P B 0  (5.1) 

Аналогічно 

 
( )

P B A
( )

Р А В
/

Р А
 ,  P A 0  (5.2) 
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1. Р (А / В) = 0, якщо А∩В = . 

2. Р (А / В) = 1, якщо А∩В = В. 

3. У решті випадків 0 < Р(А/В) < 1. 

Приклад 1. Задана множина цілих чисел. Ώ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

12. Навмання беруть одне число. Яка ймовірність того, що це число виявиться 
кратним 3, коли відомо, що воно є непарним? 

Розв’язання. Нехай подія А — поява числа кратного 3, В — кратного 2. 
Тоді А = (3, 6, 9, 12), m1 = 4; 

 В = (2, 4, 6, 8, 10, 12), m2 = 6; 

 А∩В = (6, 12), m3 = 2; 

  1 4 1
P A

12 3

m

n
   ;  

6 1
P B

12 2
  ;   3 2 1

P A B
12 6

m

n
   ;  

Р(А/В) =  
1

( ) 16P A / В
1( ) 3
2

Р А В

Р В
   . 

Оскільки  P A Р ( / )A B , то події А і В є залежними 

 

2. Формули множення ймовірностей 

Згідно із (5.1) і (5.2) маємо: 
Р (А ∩ В) = Р (В) Р (А / В) = Р (А) Р (В / А).  (5.3) 

Формула множення для n залежних випадкових подій А1,А2, … А4: 

Р
1

n

i

і

А


 
 
 

 = Р (А1) Р(А2 / А1) Р(А3 / А1А2) … Р(Аn / А1А2 … Аn–1)  (5.4) 

Приклад 2. У ящику міститься 15 однотипних деталей. Із них 9 стандартні, 
а решта — браковані. Деталі виймають по одній без повернення. Так було 

вийнято три деталі. Обчислити ймовірності таких випадкових подій: 

1) А — три деталі виявляться стандартними; 

2) В — усі три виявляться бракованими; 
3) С — дві стандартні й одна бракована. 

Розв’язання. Нехай Аі — поява стандартної, A i
 — бракованої деталі при і-

му вийманні. 

Подія 1 2 3A A A A , 1 2 3B A A A , 

1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )C A A A A A A A A A . 

Оскільки випадкові події Аі, іА  є залежними, то: 

Р(А) = Р(А1∩А2∩А3) = Р(А1) Р(А2 / А1) Р(А3 / А1А2) = 
9 8 7 12

15 14 13 65
 ; 

1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P B P A A A P A P A / A P A / A A  
6 5 4 6

15 14 13 91
 . 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P C P A A A A A A A A A   
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1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )P A A A P A A A P A A A     

1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 2( ) ( / ) ( / ) ( ) ( / ) ( / )P A P A A P A A A P A P A A P A A A    

1 2 1 3 1 2( ) ( / ) ( / )P A P A A P A A A 
9 8 6 9 6 8 6 9 8 216

15 14 13 15 14 13 15 14 13 455
   . 

Якщо випадкові події А і В є незалежними, то Р(А / В) = Р(А), Р(В / А) = 
Р(В). 

Формули (5.3), (5.4) наберуть такого вигляду: 

Р(А∩В) = Р(А) Р(В); 
11

P Р( )
n n

i i

iі

А А


 
 

 
 . 

Приклад 3. Гральний кубик і монету підкидають по одному разу. Яка 

ймовірність того, що при цьому на грані кубика випаде число, кратне 3, а на 
монеті герб? 

Розв’язання. Нехай поява числа, кратного трьом — подія А, а поява герба 
— подія В. Випадкові події А і В є між собою незалежними. Отже, 

 
2 1

P A ;
6 3

           
1

P B
2

 ;             
1 1 1

P A B P A P B
3 2 6

   . 

3. Формула повної ймовірності 

У разі, коли випадкова подія А може відбутися лише за умови, що 

відбудеться одна з несумісних випадкових подій Ві, які утворюють повну 

групу і між собою є попарно несумісними 

1

B B , , , 1,..., ,
n

i j i

і

i j i j n В


 
    

 
, імовірність події А обчислюється за 

формулою 

     
n

і 1

P A P B P A Bi i/


   (5.5) 

яка називається формулою повної ймовірності. 

Випадкові події В1, В2, ... Вn називають гіпотезами. 

Приклад 4. До складального цеху надходять деталі від трьох інших цехів. 

Від першого надходить 45% усіх деталей, від другого — 35% і від третього — 

20%. Перший цех допускає в середньому 6% браку, другий — 2% і третій — 8%. 

Яка ймовірність того, що до складального цеху надійде стандартна деталь? 
Розв’язання. Позначимо через А появу стандартної деталі, В1 — деталь 

надійде від першого цеху, В2 — від другого, В3 — від третього. За умовою 

задачі: 
Р(В1) = 0,45,    Р(А / В1) = 0,94; 

Р(В2) = 0,35,    Р(А / В2) = 0,98; 

Р(В3) = 0,2,     Р(А / В3) = 0,92. 

Згідно з (5.5) маємо: 
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Р (А) = Р (В1) Р (А / В1) + Р (В2) Р (А / В2) + Р (В3) Р (А / В3) =  

= 0,45  0,94 + 0,35  0,98 + 0,2  0,92 = 0,423 + 0,343 + 0,184 = 0,95. 

4. Формула Байєса 

Застосовуючи формулу множення ймовірностей для залежних випадкових 

подій А, Ві (і = n,1 ), дістаємо Р(А) Р(Ві / А) = Р (Ві) Р(А / Ві)  

 

1

( ) ( / ) ( ) ( / )
/

( )
( ) ( / )

i i i i
i n

i i

і

Р В Р А В Р В Р А В
P B A

Р А
Р В Р А В



 


  

(5.6) 

Залежність (5.6) називається формулою Байєса. Її використовують для 
переоцінювання ймовірностей гіпотез Ві за умови, що випадкова подія А 

здійсниться. 

Після переоцінювання всіх гіпотез Ві маємо: 

1

1 1

( ) ( / )
( ) ( / ) ( )

( / ) 1
( ) ( ) ( )

n

i in т
i i і

i

і і

Р В Р А В
Р В Р А В Р А

Р В А
Р А Р А Р А



 

   


  . 

Згідно з формулою Байєса можна прийняти рішення, провівши 

експеримент. Але для цього необхідно, аби вибір тієї чи іншої гіпотези мав 

ґрунтовні підстави, тобто щоб унаслідок проведення експерименту ймовірність 
Р(Ві/А) була близька до одиниці. 

Приклад 5. Маємо три групи ящиків. До першої групи належить 5 ящиків, 

у кожному з яких 7 стандартних і 3 браковані однотипні вироби, до другої 

групи — 9 ящиків, у кожному з яких 5 стандартних і 5 бракованих виробів, а до 

третьої — 3 ящики, у кожному з яких 3 стандартні й 7 бракованих виробів. Із 

довільно вибраного ящика три навмання взяті вироби виявилися стандартними. 
Яка ймовірність того, що вони були взяті з ящика, який належить третій групі? 

Розв’язання. Позначимо В1, В2, В3 гіпотези про те, що навмання вибраний 

ящик належить відповідно першій, другій або третій групі. Обчислимо 
ймовірності цих гіпотез. Оскільки всього за умовою задачі 17 ящиків, то 

   1 2

5 9
;

17 17
P B Р B  ;  Р(В3) =  3

3

17
P B  . 

Позначимо через А появу трьох стандартних виробів. Тоді відповідні 

умовні ймовірності: 

 
3

7
1 3

10

21
/ ;

120

C
P A B

C
   

 
2

5
2 3

10

10
/ ;

120

С
P A B

С
   

 
3

3
3 3

10

1
/

120

С
P A B

С
  . 



 16 

За умовою задачі необхідно переоцінити ймовірність гіпотези В3. 

Використовуючи формулу (5.6), маємо: 

  3 3
3

1 1 2 2 3 3

( ) ( / )
/

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

Р В Р А В
P B A

Р В Р А В Р В Р А В Р В Р А В
 

 
 

3 1
3 3 117 120

5 21 9 10 3 1 105 90 3 198 66

17 120 17 120 17 120

   
 

 

. 

 

Лекція 6. Повторювання випробувань. Формула Бернуллі.  

План 

1. Формула Бернуллі 

2. Найімовірніше число появи випадкової події 

 

Якщо кожний експеримент має лише два несумісні наслідки (події) зі 

сталими ймовірностями p і q, то їх називають експериментами за схемою 
Бернуллі. У кожному експерименті випадкова подія з імовірністю p 

відбувається, а з імовірністю q – не відбувається, тобто p + q = 1. 

Простір елементарних подій для одного експерименту містить дві 
елементарні події, а для n експериментів за схемою Бернуллі —2n елементарних 

подій. 

1. Формула Бернуллі 

Імовірність того, що в результаті n незалежних експериментів за схемою 
Бернуллі подія А з’явиться m раз, подається у вигляді 

 
!

!( )!

m m n m m n m

n n

n
P m C p q p q

m n m

  


  (6.1) 

Імовірність того, що в результаті n незалежних експериментів подія А 

з’явиться від mі до mj раз, обчислюється так: 

!
( )

!( )!

j j

i i

m m

m m n m m n m

n i j n

m m m m

n
P m m m С p q p q

m n m

 

 

   


    (6.2) 

Оскільки 

0

(0 ) 1
n

m m n m

n n

m

P m n C p q 



      (6.3) 

Дістанемо 

1

(0 ) 1
i

n
m m n m

і n

m m

P m m C p q 

 

       (6.4) 

1

0

( ) 1
im

m m n m

i n

m

P m m n C p q






      (6.5) 

Приклад 1. Імовірність того, що електролампочка не перегорить при 

ввімкненні її в електромережу, є величиною сталою і дорівнює 0,9. 
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Обчислити ймовірність того, що з п’яти електролампочок, увімкнених у 

електромережу за схемою, наведеною на рис. 14, не перегорять: 1) дві; 2) не 

більш як дві; 3) не менш як дві. 
Розв’язання. За умовою задачі маємо: р = 0,9; q = 0,1; n = 5; m = 2. Згідно з 

(6.1), (6.4), (6.5) дістанемо: 

1)   2 2 3 2 3

5 5

5!
2 (0,9) (0,1) 10 0,81 0,001 0,0081

2! 3!
P C p q      ; 

2)  
2

5 0 0 5 1 4 2 2 3

5 5 5 5 5

0

P (0 2) m m m

m

m C p q C p q C p q C p q



        

= q5 + 5p q4 + 10p2 q3 = (0,1)5 + 5 0,9 (0,1)4 + 10 (0,9)2 (0,1)3=  

= 0,00001 + 5 · 0,9  0,0001 + 10  0,81  0,001 =  

= 0,00001 + 0,00045 + 0,0081 = 0,00856; 

3) 
5 1

5 5

5 5 5

2 0

P (2 5) 1m m m m m m

m m

m C p q C p q 

 

        

0 0 5 1 4

5 51 1 (0,00001 0,00045) 1 0,00046 0,99954C p q C p q         . 

2. Найімовірніше число появи випадкової події 

Найімовірнішим числом появи випадкової події А в результаті n 

незалежних експериментів за схемою Бернуллі називається таке число m0, для 

якого ймовірність Рn (m0) перевищує або в усякому разі є не меншою за 
ймовірність кожного з решти можливих наслідків експериментів. 

0n p q m n p p      (6.6) 

Число m0 називають також модою. 

Приклад 2. Імовірність того, що студент складе іспит з математики, є 

величиною сталою і дорівнює в середньому 0,8. Нехай є група з восьми 

студентів. Знайти найімовірнішу кількість членів цієї групи котрі складуть 
іспит з математики, і обчислити відповідну ймовірність. 

Розв’язання. За умовою задачі n = 8; p = 0,8; q = 0,8. 

0

0

0

8 0,8 0,2 8 0,8 0,8

6,2 7,2.

np q m np p

m

m

    

       

  

 

Отже, 0 7m  ; 7 7 7 7

8 8(7) 8 (0,8) 0,2 1,6 (0,8) 0,524288Р С р q    . 

Висновок: найімовірніша кількість студентів, які складуть екзамен, m0 = 7. 

Відповідна ймовірність дорівнює 0,524288. 
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Лекція 7. Поліноміальна формула. Граничні теореми в схемі Бернулі. 

Локальна теорема 

План 

1.Поліноміальна формула 

2. Локальна теорема 

 

1.Поліноміальна формула 
Як відмічалося раніше, схема Бернуллі є послідовністю незалежних 

випробувань з двома можливими результатами. При цьому в кожному 

випробуванні подія А може з’явитись з однією і тією ж ймовірністю р, а подія 

А   з ймовірністю 1q p  . 

За поліноміальною схемою здійснюється перехід від послідовності 

незалежних випробувань з двома можливими результатами (А та А ) до 

послідовності незалежних випробувань з k взаємновиключними результатами 

1 2, ,..., kА А А . При цьому в кожному випробуванні події 1 2, ,..., kА А А  з’являються 

відповідно з ймовірностями 1 2, ,..., kр р р . Тоді ймовірність 1 2( , ,..., )n kP m m m  того, 

що в п незалежних випробуваннях подія 1А  відбудеться 1m  разів, 2А   2m раз і 

т.д., подія kА   km разів 1 2( ... )km m m n    , визначиться за формулою: 

1 2

1 2 1 2

1 2

!
( , ,..., ) ... .

! ! ... !
kmm m

n k k

k

n
P m m m p p p

m m m
    

  
  (7.1) 

2. Локальна теорема 
Якщо ймовірність появи випадкової події в кожному з n незалежних 

експериментів є величиною сталою і дорівнює (0 1)p p  , то для великих 

значень n і m імовірність того, що випадкова подія А настане m раз, подається 

такою асимптотичною формулою: 

( )
( )n

x
P m

npq


   (7.2) 

де 
1

( )
2

x


 ℮ 2

2x  називається функцією Гаусса. Функція Гаусса 

протабульована, і її значення наведено в дод. 1, де 

m np
x

npq


   (7.3) 

Тут x є рівномірно обмеженою величиною відносно n і m. 

Властивості функції Гаусса: 

1) ( )x  визначена на всій осі абсцис; ( ) 0x  ; 

2) ( )x  є функцією парною: ( ) ( )x x   ; 

3) lim ( ) 0
x

x


 ; 

4) 

2

2
1

( ) e
2

x

x x




   ;  (0) 0  ; 
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0( ) 0xx 
  ; 0( ) 0xx 

  ; отже, 
1

(0)
2




  — максимум функції Гаусса; 

5) 

2

2 2
1

( ) ( 1) e
2

x

x x




    1( ) 0xx 
  . 

Графік функції Гаусса зображено на рис. 4. 

 

2

1

–1             0         1                х

  ( ) х
А (0;         )

2

1

 

Рис. 4 

Приклад 1. Фабрика випускає 75% виробів 1-го сорту. Із партії готових 

виробів навмання беруть 400 деталей. Обчислити ймовірності таких випадкових 

подій: 
1) виробів 1-го сорту виявиться 290 шт.; 

2) 300 шт.;  

3) 320 шт. 

Розв’язання. За умовою задачі маємо: 

n = 400; p = 0,75; q = 0,25; m = 290; 300; 320. 

1) 400 0,75 0,25 75 8,7npq      ; 400 0,75 300np    ; 

     
290 300

1,15
8,7

m np
x

npq

 
    ; 

    400

( 1,15) (1,15) 0,2059
(290) 0,0237

8,7 8,7 8,7
Р

 
    ; 

2) 
300 300

0
8,7

m np
x

npq

 
   ; 

    400

(0) 0,3989
(300) 0,046

8,7 8,7
Р


   ; 

3) 
320 300 20

2,3
8,7 8,7

m np
х

npq

 
    ; 

    400

(2,3) 0,0283
(320) 0,0033

8,7 8,7
Р


   . 
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Лекція 8. Інтегральна теорема. Використання інтегральної теореми 

План 

1. Інтегральна теорема 

2. Використання інтегральної теореми 

Якщо ймовірність появи випадкової події в кожному з n незалежних 

експериментів є величиною сталою і дорівнює (0 1)p p  , то для великих 

значень n імовірність появи випадкової події від mі до mj раз обчислюється за 
такою асимптотичною формулою: 

( ) Ф( ) Ф( )n n j j іP m m m х х      (8.1) 

де ,
j

j

m np
x

npq


   i

i

m тр
x

npq


 , а 

2

2

0

1
Ф( )

2

х x

х e




   є функцією Лапласа, 

значення якої наведено в дод. 2. 

Властивості функції Лапласа: 

1. Ф(x) визначена на всій осі абсцис. 

2. Ф(–x) = – Ф(x), отже, Ф(x) є непарною функцією. 
3. Ф(0) = 0. 

4.  
2

2

0

1
Ф 0,5

2

x

e dx





   , оскільки 

2

2 2
x

e dx 






  є інтегралом 

Пуассона. 

5. Ф( ) 0,5   , як непарна функція. 

6.  
2

2
1

Ф 0
2

x

х e




   , отже, Ф (х) є функцією неспадною. 

7. Ф"(0) = 0; 
0 0

( ) 0 Ф ( ) 0
x x

Ф x ; x .
 

    

Таким чином, x = 0 є точкою перегину. 
Графік функції Ф(х) зображено на рис. 5 

0,5

0                      х

–0,5

Ф ( )х

               

0,5

4–4

0  –4    4             х х

–0,5

Ф ( )х

 

 Рис. 5                                               Рис. 6 

Розв’язуючи задачі, додержують такого правила: 

4Ф( ) 0,5хx   , 4Ф( ) 0,5хx   . 

Отже, практично функція Лапласа застосовується для значень  4;4x  , що 

ілюструє рис. 6. 

Приклад 1. Верстат-автомат виготовляє однотипні деталі. Імовірність того, 

що виготовлена одна деталь виявиться стандартною, є величиною сталою і 

дорівнює 0,95. За зміну верстатом було виготовлено 800 деталей. Яка 
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ймовірність того, що стандартних деталей серед них буде: 1) від 720 до 780 шт.; 
2) від 740 до 790 шт.? 

Розв’язання. За умовою задачі: 

800n  ; 0,95p  ; 0,05q  ; 720 780m  ;740 780m  ; 

800 0,95 0,05 38 6,2, 800 0,95 760npq np        . 

1)
780 760 20

3,23
6,2 6,2

j

j

m np
x

npq

 
    ; 

720 760 40
6,5

6,2 6,2

і
і

m np
x

npq

 
      ; 

800(720 780) Ф(3,23) Ф( 6,5) Ф(3,23) Ф(6,5)

0,49931 0,5 0,99931;

P m       

  
 

2) 
790 760

4,84
6,2

j

j

m np
x

npq

 
   ; 

740 760 20
3,23

6,2 6,2

i
i

m np
x

npq

 
      ; 

800 (740 790) Ф(4,84) Ф( 3,23) Ф(4,84) Ф(3,23)

0,5 0,499 31 0,99931.

P m        

   
 

2. Використання інтегральної теореми 
За допомогою (8.1) можна оцінити близькість відносної частоти W(А) до 

ймовірності p випадкової події А. Нехай p — імовірність появи випадкової події 

А в кожному експерименті за схемою Бернуллі й W(А) — відносна частота появи 

цієї події при n експериментах.  

Необхідно оцінити ймовірність події W(A) – р<  ( > 0 і є малою 

величиною). Якщо n набуває великих значень, то можна за формулою (8.1) 

дістати: 

(| ( ) | ) 2Ф
n

P W A p
pq

 
 

    
 

  (8.2) 

Приклад 2. Імовірність виходу з ладу виробу під час проведення 

експерименту, який має на меті виявити надійність виробу в роботі, дорівнює 
0,2. Було перевірено 400 виробів. Чому дорівнює ймовірність такої події: 

абсолютна величина відхилення відносної частоти виходу із ладу виробів від 

імовірності p = 0,2 становить   = 0,01? 

Розв’язання. За умовою задачі: n = 400; p = 0,2; q = 0,8;  = 0,01. 

Підставивши ці значення в (24), дістанемо: 

400
(| ( ) 0,2 | 0,01) 2Ф 0,01 2Ф(0,5) 2 0,1915 0,383.

0,2 0,8
P W A

 
       

 
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ТЕМА 2. ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ 

Лекція 9. Основні поняття випадкових величин. Закони розподілу 

План 

1. Дискретні та неперервні випадкові величини 

2. Закон розподілу випадкової величини 

 

1. Дискретні та неперервні випадкові величини 

Розглянемо такий простір елементарних подій, в якому кожній 

елементарній події і   відповідає одне і лише одне число х або набір чисел 

1 2( , ,..., )kx x x , тобто на множині   визначена певна функція ( )і  , яка кожній 

елементарній події і  ставить у відповідність певний елемент одновимірного 

простору R1 або n-вимірного простору Rn. 

Цю функцію називають випадковою величиною. У разі, коли ( )і   

відображає множину   на одновимірний простір R1, випадкову величину 

називають одновимірною. Якщо відображення здійснюється на Rn, то випадкову 

величину називають n-вимірною (системою n випадкових величин або n-
вимірним випадковим вектором). 

Схематично одновимірну випадкову величину унаочнює рис. 7. 

R1

    

Рис. 7 

Отже, величина називається випадковою, якщо внаслідок проведення 

експерименту під впливом випадкових факторів вона набуває того чи іншого 

можливого числового значення з певною ймовірністю. 

Якщо множина можливих значень випадкової величини є зчисленною то 
таку величину називають дискретною. У противному разі її називають 

неперервною. 

Випадкові величини позначають великими літерами латинського алфавіту  
X, Y, Z, ... , а їх можливі значення — малими х; у; z, ... . 

 

2. Закон розподілу випадкової величини 

Для опису випадкової величини необхідно навести не лише множину 
можливих її значень, а й указати, з якими ймовірностями ця величина набуває 

того чи іншого можливого значення. 

З цією метою вводять поняття закону розподілу ймовірностей. 
Співвідношення, що встановляє зв’язок між можливими значеннями 

випадкової величини та відповідними їм імовірностями, називають законом 

розподілу випадкової величини. 

Закон розподілу дискретної випадкової величини Х можна задати в 
табличній формі або за допомогою ймовірнісного многокутника. 
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У разі табличної форми запису закону подається послідовність можливих 

значень випадкової величини Х, розміщених у порядку зростання, та 

відповідних їм імовірностей: 

Х = хі х1 х2 х3 ...... хk 

Р(Х = хі)=рі р1 р2 р3 ..... рk 

Оскільки випадкові події є між собою несумісними і утворюють повну 

групу, то необхідною є умовою нормування:
1 1

( ) 1.
k k

j i

j j

P X x p
 

                (9.1) 

Закон розподілу ймовірностей можна унаочнити графічно. Для цього 

візьмемо систему координат, відклавши на осі абсцис можливі значення 
випадкової величини хі, а на осі ординат — імовірності рі цих можливих 

значень. Точки з координатами (хі; рі) послідовно сполучимо відрізками прямої. 

Утворену при цьому фігуру називають імовірнісним многокутником. 

Приклад 1. За заданим у табличній формі законом розподілу дискретної 

випадкової величини Х: 

Х = хі –2,5 1 3,5 5 6,5 8 

Р(Х = хі) = рі 0,1 0,2 0,1 0,3 0,2 0,1 

побудувати ймовірнісний многокутник. 

Розв’язання. Імовірнісний многокутник зображено на рис. 8. 

– 2,5            1          3,5     5     6,5    8   O хі

рі

0,3

 

Рис. 8 

Сума ординат імовірнісного многокутника завжди дорівнює одиниці. 

 

Лекція 10. Функція розподілу ймовірностей. Щільність імовірностей 

План 

1. Функція розподілу 

2. Щільність імовірностей 

1. Функція розподілу 

Закон розподілу ймовірностей можна подати ще в одній формі, яка 

придатна і для дискретних, і для неперервних випадкових величин, а саме: як 
функцію розподілу ймовірностей випадкової величини F(х), так звану 

інтегральну функцію. 
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Функцію аргументу х, що визначає ймовірність випадкової події Х < x, 

називають функцією розподілу ймовірностей: 

F(x) = P(X < x)  (10.1) 
Цю функцію можна тлумачити так: унаслідок експерименту випадкова 

величина може набути значення, меншого за х . 

Наприклад, F(5) = P(X < 5) означає, що в результаті експерименту 

випадкова величина Х (дискретна чи неперервна) може набути значення, яке 
міститься ліворуч від х = 5, що ілюструє рис. 9. 

 

–3  –2  –1   0    1   2    3    4    5    6      Х

F P X (5) =  (  < 5)

 

Рис. 9 

Розглянемо властивості F(x): 

1. 0 ( ) 1.F x   

Ця властивість випливає з означення функції розподілу. 

2. ( )F x  є неспадною функцією, а саме 2 1( ) ( )F x F x , якщо 2 1x x . 

Приклад 1. Закон розподілу дискретної випадкової величини Х задано 

таблицею: 

Х = хі – 4 – 1 2 6 9 13 

Р(Х=хі)=рі 0,1 0,2 0,1 0,3 0,1 0,2 

Побудувати F(x) та її графік. 

Розв’язання. Згідно з властивостями F(x), дістаємо наведені далі 

співвідношення. 

1) F(– 4) = P(X < – 4) = 0; 

2) F(–1) = P(X < –1) = P(X = – 4) = 0,1; 

3) F(2) = P(X < 2) = P(X = – 4) + P(X = –1) = 0,1 + 0,2 = 0,3; 

4) F(6) = P(X < 6) = P(X = – 4) + P(X = –1) + P(X = 2) = 0,1 + 0,2 + 0,1 = 0,4; 

5) F(9) = P(X < 9) = P(X = – 4) + P(X = –1) + P(X = 2) + P(X = 6) = 0,1 + 0,2 + 

0,1 + 0,3 = 0,7; 

6) F(12) = P(X < 13) = P(X = – 4) + P(X = –1) + P(X = 2) + P(X = 9) = 0,1 + 0,2 

+0,1 + 0,3 + 0,1 = 0,8; 

7) F(x)|x >13 = P(X > 13) = P(X = – 4) + P(X = –1) + P(X = 2) + P(X = 9) + P(X = 13) 

= 0,1 + 0,2 +0,1 + 0,1 + 0,3 + 0,1 + 0,2 = 1. 

Компактно F(x) можна записати в такій формі: 
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0, 4;

0,1, 4 1;

0,3, 1 2;

( ) ( ) 0,4, 2 6;

0,7, 6 9;

0,8, 9 12;

1, 12.

x

x

x

F x P X x x

x

x

x

 


   

   


    
  


 




 

Графік функції F(x) зображено на рис. 10. 

 

F x ( )
1

0,1

 

Рис. 10 

2. Щільність імовірностей 

Для неперервних випадкових величин закон розподілу ймовірностей 

зручно описувати з допомогою щільності ймовірностей, яку позначають р(x). 

Щільністю ймовірностей неперервної випадкової величини Х називається 
перша похідна від інтегральної функції F(x). 

Геометрично на графіку щільності ймовірності р(x) dx відповідає площа 

прямокутника з основою dx і висотою р (x) (рис. 11). 

 

f x( )

f x( )

0  x   x + dx                x

P x < X < x + dx( )

 рис.11 

Властивості р (x): 

1. ( ) 0p x  . Ця властивість випливає з означення щільності ймовірності як 

першої похідної від F(x) за умови, що F(x) є неспадною функцією. 
2. Умова нормування неперервної випадкової величини Х: 

( ) 1.p x x




  

3. Імовірність попадання неперервної випадкової величини в інтервалі [ ; ]   

обчислюється за формулою 
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( ) ( ) .P X p x dx





      

4. Функція розподілу ймовірностей неперервної випадкової величини має 

вигляд 

( ) ( ) .

x

F x p x dx


   

Приклад 2. Закон неперервної випадкової величини Х задано у вигляді: 

 

0, 0;

1
sin , 0 ;

2

0, .

x

p x x x

x









  




 

Знайти F(x) і побудувати графіки функцій р(x), F(x). Обчислити .
6 2

P X
  
  

 
 

Розв’язання. Згідно 4 властивості маємо: 

0

0 0 0

1 1 1 1
( ) ( ) sin sin ( cos | ) ( cos 1)

2 2 2 2

1 cos
.

2

x x x

xF x f x dx dx dx x x

x

        




  
 

Отже, функція розподілу ймовірностей буде така: 

 

0, 0;

1
(1 cos ), 0 ;

2

1, .

x

F x x x

x









   




 

Графіки функцій р(x), F(x) зображені відповідно на рис. 12 і 13. 

2



F x( )

0                              x

f x( )

0                                       x
2
–

 
 Рис. 12 Рис. 13 

Імовірність події 
6 2

X
 
   можна обчислити згідно 3 властивості: 

2

4

6

6

2 3 3 2
sin cos cos cos .

6 4 4 6 2 2 2
P X x dx x









     
            

 
  
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Лекція 11. Числові характеристики випадкових величин та їх властивості 

План 

1. Математичне сподівання 

2. Мода та медіана випадкової величини 

3. Дисперсія та середнє квадратичне відхилення 

4. Початкові та центральні моменти 

5. Асиметрія і ексцес 

 

1. Математичне сподівання 
Термін «математичне сподівання» випадкової величини Х є синонімом 

терміна «середнє значення» випадкової величини X. 

Математичним сподіванням випадкової величини Х, визначеної на 

дискретному просторі Ω, називається величина 

1

( ) і і

і

M X x р




   (11.1) 

Якщо Ω — обмежена множина, то  

1

( )
n

і і

s

M X x p


   (11.2) 

Якщо простір Ω є неперервним, то математичним сподіванням неперервної 
випадкової величини Х називається величина 

( ) ( )M X x f x dx


    (11.3) 

Якщо Ω = (– ; ), то 

( ) ( )М Х x f x dx





    (11.4) 

Якщо Ω = [a; b], то 

( ) ( ) .

в

а

M X x f x dx    (11.5) 

Властивості математичного сподівання 

1. Математичне сподівання від сталої величини С дорівнює самій сталій: 

М (С) = С. 

2.                                               М (СХ) = СМ (Х). 

3. Якщо А і В є сталими величинами, то  

( ) ( )M AX B AM X B   . 

2. Мода та медіана випадкової величини 

Модою (Мo) дискретної випадкової величини Х називають те її можливе 

значення, якому відповідає найбільша ймовірність появи. 
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Модою для неперервної випадкової величини Х називають те її можливе 

значення, якому відповідає максимальне значення щільності ймовірності:  

f (Mо) = max. 

Якщо випадкова величина має одну моду, то такий розподіл імовірностей 

називають одномодальним; якщо розподіл має дві моди — двомодальним і т. ін. 

Існують і такі розподіли, які не мають моди. Їх називають антимодальними. 

Медіаною (Ме) неперервної випадкової величини Х називають те її 

значення, для якого виконуються рівність імовірностей подій: (Me) 0,5.F   

Отже, Ме — можливе значення випадкової величини Х, причому таке, що 

пряма, проведена перпендикулярно до відповідної точки на площині Х = Ме, 

поділяє площу фігури, яка обмежена функцією f (x), на дві рівні частини. 

 

3. Дисперсія та середнє квадратичне відхилення 

Математичне сподівання не дає достатньо повної інформації про 

випадкову величину, оскільки одному й тому самому значенню М (Х) може 
відповідати безліч випадкових величин, які будуть різнитися не лише 

можливими значеннями, а й характером розподілу і самою природою можливих 

значень. 

Дисперсією випадкової величини Х називається математичне сподівання 

квадрата відхилення цієї величини 2( ) ( ( ))D X M X M X  . 

Властивості дисперсії: 

1. Якщо С — стала величина, то ( ) 0D C  . 

2. 2( ) ( )D CX C D X . 

3. Якщо А і В — сталі величини, то  2( )D AX B A D X  . 

4. 2 2( ) ( ) ( ).D X M X M X   

Для дискретної випадкової величини Х виконується 

2 2

1

( ) ( )
n

і і

і

D X х р М Х


    (11.6) 

для неперервної 2 2( ) ( ) ( )D X x f x dx M X





  . 

Отже, дисперсія характеризує розсіювання випадкової величини відносно 

свого математичного сподівання. 

Середнім квадратичним відхиленням випадкової величини Х називають 

корінь квадратний із дисперсії: 

  ( )X D X    (11.7) 

 

4. Початкові та центральні моменти 

Узагальненими числовими характеристиками випадкових величин є 
початкові та центральні моменти. 
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Початковим моментом k-го порядку випадкової величини Х називають 

математичне сподівання величини Х k: 

( ) ( 1, 2, 3, ....)k

k M X k     (11.8) 

Коли 
11, ( );k M X   коли k = 2, 2

2 ( )M X   і т. д. 

Для дискретної випадкової величини Х 

1

n
k

k і і

і

х р


   (11.9) 

для неперервної 

( )k

k x f x dx




    (11.10) 

Якщо Х  [а; b], то  

0

( )

d

k

k x f x dx     (11.11) 

Центральним моментом k-го порядку називається математичне сподівання 

від (Х – М(Х))k: 

( ( )) ( 1, 2, 3, ....).k

k M X M X k      (11.12) 

Коли 11, ( ( )) 0;k M X M X     

коли k = 2, 2

2 ( ( ) ( )M X M X D X    ; 

коли k = 3, 3

3 ( ( )) ;M X M X    

коли k = 4, 4

4 ( ( ))M X M X   . 

Для дискретної випадкової величини 
1

( ( )) ;
n

k

k і і

і

x M X p


                (11.13) 

для неперервної ( ( )) ( ) .k

k x M X f x dx




                                                      (11.14) 

5. Асиметрія і ексцес 
Третій центральний момент характеризує асиметрію закону розподілу 

випадкової величини. Якщо 3 = 0, то випадкова величина Х симетрично 

розподілена відносно М (Х). Оскільки 3 має розмірність випадкової величини в 
кубі, то вводять безрозмірну величину — коефіцієнт асиметрії: 

3

3
As




   (11.15) 

Центральний момент четвертого порядку використовується для визначення 

ексцесу, що характеризує плосковершинність, або гостровершинність щільності 

ймовірності f (x). Ексцес обчислюється за формулою 

4

4
3.Es




    (11.16) 
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Зауважимо, що число 3 віднімається ось чому. Для центрального закону 

розподілу, так званого нормального закону, виконується рівність: 4

4

3.



  Отже, 

Еs = 0. 

 

Лекція 12. Числові характеристики основних розподілів 

План 

1. Закони розподілу дискретної випадкової величини 

2. Закони розподілу неперервної випадкової величини 

 

1. Закони розподілу дискретної випадкової величини 
До найбільш поширених законів розподілу ДВВ належать: біномний; 

Пуассона; геометричний . 
Біномний закон розподілу ДВВ задається таблицею, в якій ймовірності pk  

розраховуються за формулою Бернуллі: 

X 0 1 2 ... n-1 n 

p qn 1

пС pqn-1 2

пС p2qn-2 ... 1n

nС  pn-1q pn 

 

Сталі параметри n та p називають параметрами розподілу.  

Числові характеристики ДВВ Х при біномному розподілі: 
М(Х)=np  (12.1) 

D(X)=npq  (12.2) 

npq   (12.3) 

Якщо в схемі повторних незалежних випробувань  n, а число р близьке до 0, 

і крім того np при n, тоді ДВВ Х, що визначає кількість появ певної події 

в схемі Бернуллі, має розподіл Пуассона, який задається натупною таблицею. 

 

X 0 1 2 ... n-1 n 

P  l 
 

 
 

2

2!

   ... 

1

( 1)!

n

n

 




 
!

n

n

   

 

Числові характеристики ДВВ Х, що має розподіл Пуассона:                                                       

М(Х)=  (12.4) 

D(X)= (12.5) 

Геометричний розподіл задається формулою 

Р(Х=m)=pqm-1,  (12.6) 

де р = Р(А) – ймовірність появи події А в кожному з незалежних випробувань; 

q = 1–p; ДВВ Х – це кількість випробувань у схемі Бернуллі до першої появи 
події А. 

Числові характеристики ДВВ Х, що має геометричний закон розподілу: 
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1
( )M X

p
  (12.7) 

2
( )

q
D X

p
  (12.8) 

Приклад 1. Певний пристрій складається з 4-х комплектуючих. Пристрій 

протестовано на надійність його компонентів. У таблиці записано розподіл 

ДВВ Х – кількості компонентів, що припинили свою роботу за 200 перших 

годин роботи. Знайти М(Х), D(X), (X). 

Х 0 1 2 3 4 

р 0,08 0,2 0,4 0,25 0,07 

 

Розв’язання. Математичне сподівання обчислюємо за формулою (11.2), в 

даному випадку: 
5

1

( ) 0 0,08 1 0,2 2 0,4 3 0,25 4 0,07 2,3k k

k

M X x p


            . 

Дисперсію D(X) обчислюємо за 4 властивістю дисперсії: D(X) = M(X2)–(M(X))2 .                                                               

Обчислимо 2 2

1

( ) ;
n

k k

k

M X x p


  М(Х2)=00,08+10,2+40,4+90,25+160,07=4,27. 

Маємо дисперсію D(X)=4, 27–(2,03)2=0,1491. Відповідно середнє квадратичне 

відхилення  (X)= 0,1491 = 0,386. 

Приклад 2. Випадкові величини Х та У незалежні і розподілені таким 
чином 

Х 2 7 9 Y 4 6 

р 0,1 0,4 0,5 р 0,7 0,3 

 

Знайти М(Z), якщо Z= 2XY+X2+3Y–71. 

Розв’язання. Скориставшись властивостями математичного сподівання, 

маємо: 
M(Z)=M(2XY+X2+3Y–71)=M(2XY)+M(X2)+M(3Y)+M(–71) = 

=2M(XY)+M(X2)+3M(Y)–71=2M(X)M(Y)+M(X2)+3 M(Y)–71. 

Для розрахунку M(Z)  необхідно знайти М(Х), М(Y), М(Х2). 

Згідно з формулою (12.1): М(Х)=20,1+70,4+90,5=7,5; 

М(Х2)=40,1+490,4+810,5=60,5; 

М(Y)=40,1+60,3=4,6. 

Маємо M(Z)=27,54,6+60,5+34,6–71=72,3. 

Приклад 3. Випадкові величини Х та Y незалежні і відомо, що D(X)=2; 

D(Y)=3. Знайти D(Z) та  (Z), якщо Z=3X–Y. 

Розв’язання. Скористаємось властивостями дисперсії 

D(Z)=D(3X–Y)=D(3X)+D(Y)=32D(X)+D(Y)=9D(X)+D(Y)=92+3=21. 

 (Z) = 21 . 
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Приклад 4. Знайти М(Х), D(X),  (X), якщо ДВВ Х – кількість виграшних 

лотерейних квитків, якщо куплено 40 квитків і ймовірність виграшу будь-якого 

з них – 0,02. 

Розв’язання. ДВВ Х має біномний розподіл з параметрами n=40; p=0,02. 

Згідно формул (6) – (8) маємо M(X)=np=400,02=0,8;  

D(X)=npq=400,020,98 = 0,784;  (X)= npq = 0,784 0,885.  

 

2. Закони розподілу неперервної випадкової величини 

Основними законами розподілу НВВ є рівномірний, показниковий, 
нормальний та розподіл Стьюдента. 

Випадкова величина Х розподілена рівномірно у проміжку [a;b], якщо її 

щільність ймовірності має вигляд: 

1
, [ ; ]

( )

0, [ ; ]

c при x a b
f x b a

при x a b


 

 
 

  (12.9) 

Числові характеристики НВВ Х, що рівномірно розподілена: 

( )
2

a b
M X


 ; 

2( )
( )

12

b a
D X


   (12.10) 

Ймовірність того, що рівномірно розподілена ВВ Х  потрапить в проміжок 

[x1;x2]  за умови a≤x1<x2≤b вираховується за формулою: 

1 2
1 2( )

x x
P x X x

b a


  


  (12.11) 

Випадкова величина Х розподілена за показниковим законом з параметром , 

якщо щільність її ймовірності має вигляд: 

, 0;
( )

0, 0.

xe при x
f x

при x

  
 


  (12.12) 

Числові характеристики НВВ Х, що має показниковий розподіл, визначаються: 

1
( )M X


 ; 

2

1
( )D X


  

Інтегральна функція розподілу для ВВ Х, що має показниковий розподіл, 
задається формулою: 

1 , 0;
( )

0, 0.

x при x
F x

при x

  
 


  (12.13) 

Ймовірність того, що розподілена за показниковим  законом BB Х потрапить в 

інтервал (a;b) за умови 0<a<b обчислюється за формулою: 

Р(a<X<b)=F(b)–F(a) =–a––b  (12.14) 

НВВ Х розподілена за нормальним законом, якщо щільність її ймовірності 
має вигляд: 

2

2

( )

2
1

( )
2

x a

f x е 

 




   (12.15) 
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де a та  – параметри розподілу.  

Графік цієї функції називається нормальною кривою або кривою Гаусса. 

Інтегральна функція нормального розподілу має вигляд: 
2

2

( )

2
1

( )
2

t ax

F x е dt

 






    (12.16) 

або 

2

2

0

1
( ) 0,5 0,5

2

х а

х а
F x е d




 



  
    

 
   (12.17) 

При а=0; =1 нормальна крива називається нормованою та НВВ Х має 

нормований нормальний розподіл. 

Числові характеристики НВВ Х, що розподілена за нормальним законом: 

М(Х)= а; D(X) =2.  (12.18) 

Ймовірність того, що нормально розподілена величина потрапить в проміжок 

(c;d): 

( )
d a c a

P c X d
 

    
      

   
  (12.19) 

де Ф(х) – функція Лапласа, що задається формулою  

 
2

2
1

2

x z

x е dz






     (12.20) 

Для обчислення ймовірності відхилення нормально розподіленої ВВ від свого 

математичного сподівання а на наперед задану величину  використовують 

формулу: 

( ) 2т Х a





 
    

 
  (12.21) 

Графіки функцій f(x) та F(x), що задані формулами (12.14), (12.15) мають 

вигляд: 

 

Приклад 5. Знайти числові характеристики ВВ Х, що задана функцією 
розподілу: 

3

0, 0;

( ) , 0 2;
8

1, 2

якщо x

x
F x якщо x

якщо x





  




 

Розв’язання. Знайдемо щільність ймовірності за формулою f(x) = F(x): 

0,5

f(x)

a a

F(x)

 2

1
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23
, (0;2];

( ) 8

0, (0;2].

x
x

f x

x




 
 

 

Знайдемо математичне сподівання: 
22 2 4

0 0

3 3 3
( ) .

8 8 4 2

x x
М Х x dx     

Знайдемо дисперсію: 
2 22 2

2 5

00

3 3 3 9 12 9 3
( ) .

8 2 40 4 5 4 20

x
D X x dx x

 
       

 
  

Середнє квадратичне відхилення: 

3
( )

20
Х  . 

 

Лекція 13. Багатовимірні випадкові величини. Система двох 

випадкових величин 

План 

1. Основні поняття 

2.Функція розподілу ймовірностей системи двох випадкових величин 

3. Щільність ймовірностей 

 

1. Основні поняття 

На одному й тому самому просторі елементарних подій  можна 
визначити не одну, а кілька випадкових величин. Така потреба постає, 

наприклад, коли досліджуваний об’єкт характеризується кількома випадковими 

параметрами. Так, у разі виготовлення валів такі їх параметри, як діаметр, 

довжина, овальність є випадковими величинами, значення яких наперед не 
можна передбачити. Або, скажімо, структура витрат випадково взятої окремої 

сім’ї на їжу, одяг, взуття, транспорт, задоволення духовних потреб також є 

випадковими величинами, визначеними на одному й тому самому просторі 
елементарних подій. 

На багатовимірні випадкові величини поширюються майже без змін 

основні означення, які були розглянуті для одновимірної випадкової величини.  

Одночасна поява внаслідок проведення експерименту n випадкових 

величин (X1, X2, …, Xn) з певною ймовірністю являє собою n-вимірну випадкову 

величину, яку називають також системою n випадкових величин, або n-вимірним 
випадковим вектором. 

Законом розподілу двох дискретних випадкових величин називають перелік 

можливих значень Y = yi , X = xj та відповідних їм імовірностей спільної появи. 
У табличній формі цей закон має такий вигляд: 
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X = xj 

Y = yi 
x1 x2 x3 … xm pyi 

y1 p11 p12 p13  p1m py1 

y2 p21 p22 p23  p2m py2 

y3 p31 p32 p33  p3m py3 

… … … … … … … 

yk pk1 pk2 pk3 … pkm pym 

pxj px1 px2 px3 … pxm  

 

Тут використано такі позначення 

1 1

(( ) ( )); ; .
i j

m k

ij i j y ij x ij

j i

p p Y y X x p p p p
 

       

Умова нормування має вигляд: 

1 1 1 1

1.
i j

k m k m

ij y x

i j i j

p p p
   

       (13.1) 

2.Функція розподілу ймовірностей системи двох випадкових величин 
Функцією розподілу ймовірностей системи двох випадкових величин (Х, Y) 

називають таку функцію двох аргументів х, у, яка визначає ймовірність cпільної 

появи подій (X < x)  (Y < y): 

F(x,y) = P((X < x)  (Y < y)).  (13.2) 

Геометрично ця функція зображена на рис.: 

Х < x, Y < y

y

0              x

( , )x y

 

Властивості F(x, y) 

1.  0  F(x, y)  1, оскільки 0  P((X < x)  (y < y))  1. 
2.  Якщо один із аргументів F(x, y) прямує до  , то функція розподілу 

системи прямує до функції розподілу одного аргументу, що не прямує до  , а 

саме: 

lim ( , ) ( , ) ( );
y

F x y F x F x


     (13.3) 

lim ( , ) ( , ) ( ).
x

F x y F y F y


     (13.4) 

3. 
,

lim ( , ) ( , ) ( , ) 1
y
x

F x y F P x y



         .                                                  (13.5) 

4. lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) 0.
x x y
y

F x y F x y F x y
  


                                                       (13.6) 

5. F(x, y) є неспадною функцією аргументів х і у. 
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6. Імовірність влучення точки (Х, Y) в довільний прямокутник (a < X< b, c < Y 

< d) обчислюємо так: 

P(a < x < b, c < y < d) = F(b, d) + F(a, c) – F(a, d) – F(b, c).                         (13.7) 

 

3. Щільність ймовірностей 
Характеристикою системи неперервних випадкових величин є щільність 

імовірностей. 

Для визначення щільності ймовірностей системи двох неперервних 
випадкових величин (Х, Y) застосовується формула (13.7). 

Функція f (x, y) може існувати лише за умови, що F (x, y) є неперервною за 
аргументами х і у та двічі диференційовною. 

Функції f (x, y) у тривимірному просторі відповідає певна поверхня — так 

звана поверхня розподілу ймовірностей системи двох неперервних випадкових 
величин (Х, Y). 

Тоді f (x, y) dxdy — імовірність розміщення системи двох випадкових 

величин у прямокутнику зі сторонами dx, dy. 

 

Лекція 14.  Числові характеристики системи двох дискретних 

випадкових величин 

План 

1. Основні числові характеристики 

2. Кореляційний момент.Коефіцієнт кореляції та його властивості 

 

1. Основні числові характеристики для випадкових величин Х, Y, що 

утворюють систему (Х, Y) 

1 1 1

( ) .
j

k m m

j ij j x

i j j

M X x p x p
  

    (14.1) 

                
2 2 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
k m

j ij

i j

D X M X M X x p M X
 

    
2 2

1

( ).
j

m

j x

j

x p M X


          (14.2) 

( ) ( ).xX D X     (14.3) 

1 1 1

( ) .
i

k m k

i ij i y

i j i

M Y y p y p
  

    (14.4) 

          
2 2 2 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

k m k

i ij i y

i j i

D Y M Y M Y y p M Y y p M Y
  

                       (14.5) 

( ) ( ).yY D Y    (14.6) 

 

 

 

2. Кореляційний момент.Коефіцієнт кореляції та його властивості 
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Під час вивчення системи двох і більше випадкових величин доводиться 

з’ясовувати наявність зв’язку між цими величинами та його характер. З 

відповідною метою застосовують так званий кореляційний момент: 

           
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
k m

xy i j ij

i j

K M XY M X M Y y x p M X M Y
 

                (14.7) 

У разі Κху = 0 зв’язок між величинами Х та Y, що належать системі (Х, Y), 

відсутній. Коли Κху  0, то між відповідними Х і Y кореляційний зв’язок існує. 

Тісноту кореляційного зв’язку характеризує коефіцієнт кореляції: 

,
xy

xy

x y

K
r

 
  (14.8) 

1xyr  , або 1 1xyr   . 

Отже, якщо випадкові величини Х та Y є незалежними, то Κху = 0 і rху = 0. 

Рівність нулеві rху є необхідною, але не достатньою умовою незалежності 

випадкових величин. 
Справді, може існувати система залежних випадкових величин, в якої 

коефіцієнт кореляції дорівнює нулю. Прикладом такої системи є система двох 

випадкових величин (X, Y), яка рівномірно розподілена всередині кола радіусом 
R із центром у початку координат. Дві випадкові величини Х і Y називають 

некорельованими, якщо rху = 0, і корельованими, якщо rху  0.  

Отже, якщо Х і Y незалежні, то вони будуть і некорельованими. Але з 
некорельованості випадкових величин у загальному випадку не випливає їх 

незалежність. 

Приклад 1. Задано закон розподілу системи двох дискретних випадкових 
величин (X, Y): 

 

Х = хj 

Y = yi 
5,2 10,2 15,2 Pyi 

2,4 0,1a 2a 0,9a  

4,4 2a 0,2a 1,8a  

6,4 1,9a 0,8a 0,3a  

Pxj     

 

Знайти а. Обчислити M (X); D (X);  (X); M (Y); D (Y);  (Y); Kху; rху; P 

(2,4  Y < 6,4;  5,2 < X  15,2). 

Розв’язання. Скориставшись умовою нормування (13.1), дістанемо: 
3 3

1 1

0,1 2 0,9 2 0,2 1,8 1,9 0,8 0,3 1 0,1.ij

i j

P a a a a a a a a a a
 

             

Зі знайденим а  закон системи набирає такого вигляду: 
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Х = хj 

Y = yi 
5,2 10,2 15,2 Pyi 

2,4 0,01 0,2 0,09 0,3 

4,4 0,2 0,02 0,18 0,4 

6,4 0,19 0,08 0,03 0,3 

Pxj 0,4 0,3 0,3  

 

Основні числові характеристики обчислюємо за формулами (14.1) - (14.8): 
3

1

3
2 2 2 2 2

1

2 2

( ) 5,2 0,4 10,2 0,3 15,2 0,3 2,08 3,06 4,56 9,7;

( ) (5,2) 0,4 (10,2) 0,3 (15,2) 0,3

10,816 31,212 69,312 111,34;

( ) ( ) ( ) 111,34 94,09 17,25;

( ) 4,15;

j

j

j x

j

j x

j

x

M X x p

M X x p

D X M X M X

D X





          

    

   

    

 





 

3

1

( ) 2,4 0,3 4,4 0,4 6,4 0,3 0,72 1,76 1,92 4,4;
ii y

i

M Y y p


            

3
2 2 2 2 2

1

( ) (2,4) 0,3 (4,4) 0,4 (6,4) 0,3

1,728 7,744 12,288 21,76;

ii y

i

M Y y p


    

   


 

2 2 2( ) ( ) ( ) 21,76 (4,4) 21,76 19,36 2,4;

( ) 1,55;y

D Y M Y M Y

D Y

      

 
 

3 3

1 1

( ) 2,4 5,2 0,01 2,4 10,2 0,2 2,4 15,2 0,09

4,4 5,2 0,2 4,4 10,2 0,02 4,4 15,2 0,18 6,4 5,2 0,19

6,4 10,2 0,08 6,4 15,2 0,03 0,1248 4,896 3,2832 4,576

0,8976 12,0384 6,3232 5,22

i j ij

i j

M XY y x p
 

          

            

          

   



24 2,9184 40,28; 

 

Kху = М (XY) — М (X) М (Y) = 40,28 – 9,7  4,4 = 40,28 – 42,68 = 1,4. 

Оскільки Κху > 0, то між відповідними величинами існує кореляційний 
зв’язок. Для вимірювання тісноти кореляційного зв’язку обчислимо коефіцієнт 

кореляції 

2,4
0,37.

4,15 1,55

xy

xy

x y

K
r

 


  


 

Остаточно маємо: 

p(2,4  Y < 6,4;  5,2 < X  15,2) = 0,2 + 0,02 + 0,09 + 0,18 = 0,31. 
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Лекція 15. Умовні закони розподілу системи двох дискретних 

випадкових величин та їх числові характеристики 

Умовним законом розподілу дискретної випадкової величини Х при 

фіксованому значенні Y = yi називається перелік можливих значень випадкової 
величини Х = хi та відповідних їм умовних імовірностей, обчислених при 

фіксованому значенні Y = yi. 

У табличній формі запису умовний закон Х / Y = yi має такий вигляд: 

X = x j x1 x2 x3 … xm 

iy

ij

i

ij

ij
P

P

yYP

yYxXP
yYxXP 






)(

))()((
)/(


 Pi1 / Py1 Pi2 / Py2 Pi3 / Py3 … Pim / Pym 

При цьому має виконуватись умова нормування: 

1 1 1 1

1
( / ) 1. ( ).i

i

i i i

m m m m
yij

j i ij ij y

j j j jy y y

PP
P X x Y y P P P

P P P   

           

Числові характеристики для цього закону називають умовними. 

Умовне математичне сподівання  

       
1 1 1

1
( / ) ( / ) .

i i

m m m
ij

i j j i j j ij

j j jy y

P
M X Y y x P X x Y y x x P

P P  

                   (15.1) 

Умовна дисперсія і середнє квадратичне відхилення обчислюються 

відповідно за формулами 

                           2 2

1

1
( / ) ( / )

i

m

i j ij i

jy

D X Y y x P M X Y y
P 

    ;                           (15.2) 

( / ) ( / )i iХ Y y D X Y y     (15.3) 

Умовним законом розподілу випадкової величини Y при фіксованому 

значенні Х = хі називається перелік можливих значень випадкової величини Y = 
уj і відповідних їм умовних імовірностей, обчислених при фіксованому значенні 

Х = хі. 

У табличній формі запису умовний закон має такий вигляд: 

Y = у j y1 y2 y3 … ym 

(( ) ( ))
( / )

( )
i

j i ij

j i

i x

P Y y Х x P
P Y y Х x

P Х x P

 
   


 P1j / Pх1 P2j / Рх2 P3j / Px3 … Pmj / Pxm 

При цьому має виконуватись умова нормування: 

1 1 1 1

1
( / ) 1. ( )i

i

i i i

k m m m
xij

i j ij ij x

i j j jx x x

PP
P Y y X x P P P

P P P   

          . 

Умовне математичне сподівання  
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1 1 1

1
( / ) ( / ) .

i i

m k k
ij

i j j i j j ij

i i ix x

P
M Y X x y P Y y X x y y P

P P  

                    (15.4) 

Умовна дисперсія  

             2 2

1

1
( / ) ( / ).

i

k

i j ij i

ix

D Y X x y P M Y X x
P 

                         (15.5) 

Умовне середнє квадратичне відхилення 

( / ) ( / .i iY X x D Y X x     (15.6) 

 

Лекція 16. Закон великих чисел. Нерівність Чебишова. Теорема 

Чебишова 

План 

1. Закон великих чисел 

2. Нерівність Чебишова 

3. Теорема Чебишова 

4. Теорема Бернуллі 

 

1. Закон великих чисел 
Математичні закони теорії ймовірностей одержані внаслідок формалізації 

реальних статистичних закономірностей, що притаманні масовим випадковим 

подіям. Під час спостереження масових однорідних випадкових подій у них 

виявляються певні закономірності типу стабільності. Так, у разі великого числа 
проведених експериментів відносна частота події W(A) виявляє стабільність і за 

ймовірністю наближається до ймовірності P (A); середнє арифметичне для 

випадкової величини наближається за ймовірністю до її математичного 
сподівання. 

Усі ці явища об’єднують під спільною назвою закону великих чисел, який 

можна загалом сформулювати так: у разі великого числа експериментів, що 

здійснюються для вивчення певної випадкової події або випадкової величини, 
середній їх результат практично перестає бути випадковим і може передбачатися 

з великою надійністю. 

Закон великих чисел об’єднує кілька теорем, у кожній з яких за певних 

умов виявляється факт наближення середніх характеристик під час проведення 
великої кількості експериментів до певних невипадкових, сталих величин.  

Для доведення цих теорем використовується нерівність Чебишова. 

 

2. Нерівність Чебишова 

Якщо випадкова величина Х має обмежені М (Х); D (Х), то ймовірність 

відхилення цієї величини від свого математичного сподівання, взятого за 

абсолютною величиною  ( > 0), не перевищуватиме величини: 
2

( )
1

D X


 . 

Це можна записати так:  
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  2

( )
( ) 1

D X
P X M X 


     (16.1) 

Приклад 1. Випадкова величина Х має закон розподілу N (– 2; 4). 

Скориставшись нерівністю Чебишова, оцінити ймовірність x a   , якщо  = 

4. 

Розв’язання. Оскільки a =–2, x = 4, D (Х) = 16, то згідно з (16.1) маємо: 

16
( 2 16) 1 1 0,0625 0,9375

256
P x        . 

3. Теорема Чебишова 
Нехай задано n незалежних випадкових величин X1, X2, … Xn, які мають 

обмежені M (Хі) (і = 1,…, n) і дисперсії яких D(Хі) не перевищують деякої 

сталої С (С > 0), тобто D(Хі)  C. Тоді для будь-якого малого додатного числа  
імовірність відхилення середнього арифметичного цих величин 

1 2 1
...

n

i

n

x
X X X

X
n n

  
 


 

від середнього арифметичного їх математичних сподівань  

1 2 1

( )
( ) ( ) ... ( )

( )

n

i

n

M X
M X M X M X

M X
n n

  
 


, 

взятого за абсолютним значенням на величину , прямуватиме до одиниці 

зі збільшенням числа n: 

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )
lim 1n n

n

X X X M X M X M X
P

n n




       
   

 
 

або 

1 1

( )

lim 1

n n

i i

i i

n

X M X

P
n n

 



 
 
   
 
 
 

 
 (16.2) 

Приклад 2. Дисперсія кожної із 4500 незалежних випадкових величин, що 

мають один і той самий закон розподілу ймовірностей, дорівнює 5. Оцінити 

ймовірність того, що відхилення середнього арифметичного цих величин від 

середнього арифметичного їх математичних сподівань, взяте за абсолютною 
величиною, не перевищить 0,4. 

Розв’язання. Використовуючи нерівність Чебишoва для теореми 

Чебишoва, одержимо: 
4500 4500

1 1

( )
5

0,4 1 0,003.
4500 4500 4500 0,4

i i

i i

X M X

P  

 
 
     

 
 
 

 
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4. Теорема Бернуллі 

Якщо ймовірність появи випадкової події А в кожному з n незалежних 

експериментів є величиною сталою і дорівнює р, то при необмеженому 

збільшенні числа експериментів n   імовірність відхилення відносної 

частоти появи випадкової події W(A) від імовірності р, взятої за абсолютною 

величиною на  ( > 0) прямуватиме до одиниці зі зростанням n, що можна 
записати так: 

lim ( ( ) ) 1.
n

P W A p 


    (16.3) 

Приклад 3. Імовірність виготовити стандартну деталь робітником 

дорівнює 0,95. Контролю підлягає 400 деталей. Оцінити ймовірність відхилення 

відносної частоти появи стандартної деталі W(A) від імовірності 0,95 не більше 
ніж на величину 0,02. 

Розв’язання. За умовою задачі: р = 0,95; q = 0,05; n = 400. На підставі 
(16.3) дістаємо: 

2

0,95 0,05
( ( ) 0,95 0,02) 1 1 0,2969 0,7031.

400 (0,02)
P W A


      


 

 

Лекція 17. Центральна гранична теорема теорії ймовірностей (теорема 

Ляпунова) 

1. Центральна гранична теорема 

2. Теорема Муавра-Лапласа 

 

1. Центральна гранична теорема 

Теорема. Нехай задано n незалежних випадкових величин Х1, Х2, … Хn, 

кожна із яких має один і той самий закон розподілу ймовірностей із M(Хi) = 0, 

 (Х) =  і при цьому існує за абсолютною величиною початковий момент 

третього порядку 
3 , тоді зі зростанням числа n закон розподілу 

1

n

i

i

Y X


  

наближатиметься до нормального. 

Приклад 1. Кожна із 100 незалежних випадкових величин Xі має 
рівномірний закон розподілу на проміжку [0; 0,12]. Записати наближено закон 

розподілу для випадкової величини 
1

n

i

i

Y X


 . 

Розв’язання. Знаходимо числові характеристики для Хі: M(Хі) = 0,06; 

D (Х) = 0,1. Тоді 
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100 100

1 1

100 100

1 1

( ) ( ) 100 0,06 6.

( ) ( ) 100 0,1 10.

i i

i i

i i

i i

M Y M X M X

D Y D X D X

 

 

 
     

 

 
     

 

 

 

 

На підставі центральної граничної теореми маємо 
2( 6)

20
1

( ) ,
20

y

f y e y





    . 

2. Теорема Муавра-Лапласа 

У загальному випадку випадкові величини Х1, Х2, … Хn, що розглядаються 

в центральній граничній теоремі, можуть мати довільні закони розподілу. 
Якщо Хі є дискретними і мають лише два значення: P (Хі = 0) = q, 

P (Xі = 1) = p, то приходимо до теореми Муавра—Лапласа, яка є найпростішим 

випадком центральної граничної теореми. 
Якщо здійснюється n незалежних експериментів, у кожному з яких 

імовірність появи випадкової події А є величиною сталою і дорівнює  p, то для 

інтервалу [; ) справедлива рівність: 

( ) .
np np

P Y
npq npq

 
 

    
          

   

 (17.1) 

Приклад 2. Завод виготовляє 80% виробів першого сорту. Навмання 

вибирають 800 виробів. Яка ймовірність того, що число виробів першого сорту 
виявиться в межах від 600 до 680 штук? 

Розв’язання. Із умови задачі маємо p = 0,8; q = 0,2; n = 800;  = 700, 

 = 620. 

Oбчислимо: np = 800  0,8 = 640; 800 0,8 0,2 11,3.npq      

Згідно з (17.1) дістанемо: 

680 640 600 640 40 40
(600 680)

11,3 11,3 11,3 11,3

40
2 2 (3,5) 2 0,4499841 0,999682.

11,3

P y
         

             
       

 
       

 
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РОЗДІЛ ІІ. МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 

ТЕМА 3. СТАТИСТИЧНІ РОЗПОДІЛИ ВИБІРОК  

ТА ЇХ ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Лекція 18. Основні поняття математичної статистики. Генеральна і 

вибіркова сукупності.  

Основним змістом математичної статистики є систематизація, обробка і 

використання статистичної інформації для виявлення статистичних 
закономірностей ознаки або ознак певної сукупності елементів. 

Оскільки суцільна обробка всіх елементів сукупності практично 

неможлива, то, як правило, застосовується вибірковий метод. Отже, 
розрізняють генеральну і вибіркову сукупності. 

Множина  однотипних елементів, яким притаманні певні кількісні ознаки 

(розміри, вага, маса тощо), утворює генеральну сукупність. Кількість усіх 

елементів генеральної сукупності називають її обсягом і позначають символом 

, значення якого здебільшого невідоме. 

Кожна непорожня підмножина А множини  (А  ) випадково 

вибраних елементів із генеральної сукупності називається вибіркою. 
Кількість усіх елементів вибірки називають її обсягом і позначають 

символом n. Його значення відоме, причому воно набагато менше за обсяг 

генеральної сукупності (n << N). 
Математична статистика розв’язує дві категорії задач: 

1) статистичне оцінювання (точкове, інтервальне) параметрів генеральної 

сукупності; 

2) перевірка правдивості статистичних гіпотез про значення параметрів 
генеральної сукупності або про закон розподілу ознаки генеральної сукупності 

на підставі обробки результатів вибірки. 

Кількісні ознаки елементів генеральної сукупності можуть бути 

одновимірними і багатовимірними, дискретними і неперервними. 

Коли реалізується вибірка, кількісна ознака, наприклад Х, набуває конкретних 

числових значень (Х = хі), які називають варіантою. 
Зростаючий числовий ряд варіант називають варіаційним. 

Кожна варіанта вибірки може бути спостереженою ni раз (ni  1 ), число ni  

називають частотою варіанти xi. При цьому  

1

k

i

i

n n


  (18.1) 

де k — кількість варіант, що різняться числовим значенням; 
n — обсяг вибірки. 

Відношення частоти ni варіанти xi до обсягу вибірки n називають її 

відносною частотою і позначають через Wi , тобто 

i
i

n
W

n
  (18.2) 



 45 

Для кожної вибірки виконується рівність 

Якщо досліджується ознака генеральної сукупності Х, яка є неперервною, 

то варіант буде багато. У цьому разі варіаційний ряд — це певна кількість 
рівних або нерівних частинних інтервалів чи груп варіант зі своїми частотами. 

Такі частинні інтервали варіант, які розміщені у зростаючій послідовності, 

утворюють інтервальний варіаційний ряд. 

На практиці для зручності, як правило, розглядають інтервальні варіаційні 
ряди, у котрих інтервали є рівними між собою. 

 

Лекція 19. Статистичний розподіл. Полігон частот. Емпірична функція 

розподілу 

План 

1. Статистичним розподілом вибірки 

2. Емпірична функція розподілу 

3. Полігон частот 

 

1. Статистичним розподілом вибірки 
Перелік варіант варіаційного ряду і відповідних їм частот, або відносних 

частот, називають дискретним статистичним розподілом вибірки. 

У табличній формі він має такий вигляд: 

 
X = xi x1 x2 x3 … xk 

ni n1 n2 n3 … nk 

Wi W1 W2 W3 … Wk 

 

Дискретний статистичний розподіл вибірки можна подати емпіричною 

функцією F (x). 

 

2. Емпірична функція розподілу 

Емпірична функція F (x) та її властивості. Функція аргументу х, що 

визначає відносну частоту події X < x, тобто 

( ) ( ) xn
F x W X x

n

     (19.1) 

називається емпіричною, або комулятою. Тут n — обсяг вибірки; nx — кількість 

варіант статистичного розподілу вибірки, значення яких менше за фіксовану 

варіанту х; F (x) — називають ще функцією нагромадження відносних частот. 
 

Властивості F (x): 

1) 0  F (x)  1; 
2) F(xmin) = 0, де xmin є найменшою варіантою варіаційного ряду; 

3) 1)(
max
xxxF , де xmax є найбільшою варіантою варіаційного ряду; 

4) F(x) є неспадною функцією аргументу х, а саме: F(x2)  F(x1) при x2  x1. 
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3. Полігон частот і відносних частот. 

Дискретний статистичний розподіл вибірки можна зобразити графічно у 
вигляді ламаної лінії, відрізки якої сполучають координати точок (xi; ni), або (xi; 

Wi). 

У першому випадку ламану лінію називають полігоном частот, у другому 

— полігоном відносних частот. 

Приклад. За заданим дискретним статистичним розподілом вибірки 

X = xi –6 –4 –2 2 4 6 

ni 5 10 15 20 40 10 

Wi 0,05 0,1 0,15 0,2 0,4 0,1 

потрібно:  

1. Побудувати F (x) і зобразити її графічно;  

2. Накреслити полігони частот і відносних частот. 

Розв’язання. Згідно з означенням та властивостями F (x) має такий вигляд: 

0 6,

0,05 6 4,

0,15 4 2,

( ) ( ) 0,3 2 2,

0,5 2 4,

0,9 4 6,

1, 6.

x

x

x

x
n

F x W X x x
n

x

x

x



 


   

    


      
  


 




 

Графічне зображення F (x) подано на рис. 14. 

 

–6      –4    –2             0        2        4           6          хі

1

 xF*

 

Рис. 14 

 
Полігони частот та відносних частот зображено на рис.15, 16. 
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40

ni

xi–6              –4             –2        0                  2           4             6

10

 

Рис. 15 

–6               –4            –2                 0              2                4            6

0,4

Wi

0,1

xi
 

Рис. 16 
 

Лекція 20. Вибіркові числові характеристики 

 

1) вибіркова середня величина Bx . Величину, яка визначається формулою 

B

i ix n
x

n



 (20.1) 

називають вибірковою середньою величиною дискретного статистичного 
розподілу вибірки. 

Тут xi — варіанта варіаційного ряду вибірки; 

ni — частота цієї варіанти; 

n — обсяг вибірки ( in n ). 

Якщо всі варіанти з’являються у вибірці лише по одному разу, тобто ni = 1, 

то 

B

ix
x

n



 (20.2) 

2) відхилення варіант. Різницю ( Bix x )ni називають відхиленням варіант. 

При цьому 

B B B B( ) 0i i i i ix x n x n x n n x n x          . 

Отже, сума відхилень усіх варіант варіаційного ряду вибірки завжди 
дорівнює нулеві; 
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3) мода (Mo). Модою дискретного статистичного розподілу вибірки 

називають варіанту, що має найбільшу частоту появи. 

Мода може бути кілька. Коли дискретний статистичний розподіл має одну 
моду, то він називається одномодальним, коли має дві моди — двомодальним і 

т. д.; 

4) медіана (Me). Медіаною дискретного статистичного розподілу вибірки 
називають варіанту, яка поділяє варіаційний ряд на дві частини, рівні за 

кількістю варіант; 

5) дисперсія. Для вимірювання розсіювання варіант вибірки відносно Bx  

вибирається дисперсія. 

Дисперсія вибірки — це середнє арифметичне квадратів відхилень варіант 

відносно Bx , яке обчислюється за формулою 
2

B

B

( )i ix x n
D

n





 (20.3) 

або 
2

2

B B( )
i ix n

D x
n

 


 (20.4) 

6) середнє квадратичне відхилення вибірки B. При обчисленні DB 

відхилення підноситься до квадрата, а отже, змінюється одиниця виміру ознаки 
Х, тому на основі дисперсії вводиться середнє квадратичне відхилення 

B BD   (20.5) 

яке вимірює розсіювання варіант вибірки відносно Bx , але в тих самих 

одиницях, в яких вимірюється ознака Х; 

7) розмах (R). Для грубого оцінювання розсіювання варіант відносно Bx  

застосовується величина, яка дорівнює різниці між найбільшою xmax і 
найменшою xmin варіантами варіаційного ряду. Ця величина називається 

розмахом 

max minR x x   (20.6) 

8) коефіцієнт варіації V. Для порівняння оцінок варіацій статистичних рядів 

із різними значеннями Bx , які не дорівнюють нулеві, вводиться коефіцієнт 

варіації, який обчислюється за формулою 

B

B

100%V
x


  (20.7) 

Приклад 1. За заданим статистичним розподілом вибірки 

X = xi 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5 

ni 10 20 30 30 10 

потрібно:  

1) обчислити Bx , BD , B ; 

2) знайти Mo, Me; 

3) обчислити R, V. 
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Розв’язання. Оскільки 100in n  , то дістанемо: 

B

2,5 10 4,5 20 6,5 30 8,5 30 10,5 10
6,7;

100

i ix n
x

n

        
  


 

B 6,7x  . 

Для обчислення 
BD  визначається 

2 2 2 2 2 2(2,5) 10 (4,5) 20 (6,5) 30 (8,5) 30 (10,5) 10
50,05.

100

i ix n

n

        
 

  

Тоді 
2

2 2

B B( ) 50,05 (6,7) 50,05 44,89 5,16
i ix n

D x
n

      


. 

BD  = 5,16. 

B B 5,16 2,27.D     

B  = 2,27. 

Mo = 6,5; 8,5. 

Отже, наведений статистичний розподіл вибірки буде двомодaльним. 

Me = 6,5, оскільки варіанта х = 6,5 поділяє варіаційний ряд 2,5; 4,5; 6,5; 8,5; 

10,5 на дві частини: 2,5; 4,5 і 8,5; 10,5, які мають однакову кількість варіант. 

max min

B

B

10,5 2,5 8.

2,27
100% 100% 33,88%.

6,7

R x x

V
x



    

  
 

Лекція 21. Інтервальний статистичний розподіл вибірки та його 

числові характеристики 

План 

1. Інтервальний статистичний розподіл вибірки 

2. Гістограма частот та відносних частот.  

3. Емпірична функція F (x) 

4. Медіана та мода вибірки 

5. 
ВВВ
σ,D,x  для інтервального статистичного розподілу вибірки 

 

1. Інтервальний статистичний розподіл вибірки 

Перелік часткових інтервалів і відповідних їм частот, або відносних частот, 
називають інтервальним статистичним розподілом вибірки. 

У табличній формі цей розподіл має такий вигляд: 

h x1  – x2 x2  –  x3 x3  – x4 … xk–1  – xk 

ni n1 n2 n3 … Nk 
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Wi W1 W2 W3 … Wk 

Тут h = xi – xi–1 є довжиною часткового i-го інтервалу. Як правило, цей 

інтервал береться однаковим. 

Інтервальний статистичний розподіл вибірки можна подати графічно у 
вигляді гістограми частот або відносних частот, а також, як і для дискретного 

статистичного розподілу, емпіричною функцією F (x) (комулятою). 

 

2. Гістограма частот та відносних частот.  

Гістограма частот являє собою фігуру, яка складається з прямокутників, 

кожний з яких має основу h і висотy 
h

ni

1
. 

Гістограма відносних частот є фігурою, що складається з прямокутників, 

кожний з яких має основу завдовжки h і висоту, що дорівнює 
h

Wi

1
. 

Приклад 1. За заданим інтервальним статистичним розподілом вибірки 

h = 8 0-8 8-16 16-24 24-32 32-40 40-48 

ni 10 15 20 25 20 10 

Wi 0,1 0,15 0,2 0,25 0,2 0,1 

потрібно побудувати гістограму частот і відносних частот. 

Розв’язання. Гістограми частот і відносних частот наведені на рис. 17, 18. 

0            8          16        24           32          40          48
xi

3,75

2,5

1,25

h

ni

 

Рис. 17 

Площа гістограми частот 100.i
i

n
S h n n

h
      

0            8          16        24           32          40          48
xi

0,0375

0,025

0,0125

h

Wi

 

Рис. 18 

Площа гістограми відносних частот  
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1i
i

W
S h W

h
    . 

3. Емпірична функція F (x) (комулята). При побудові комуляти F (x) 
для інтервального статистичного розподілу вибірки за основу береться 

припущення, що ознака на кожному частинному інтервалі має рівномірну 

щільність імовірностей. Тому комулята матиме вигляд ламаної лінії, яка зростає 
на кожному частковому інтервалі і наближається до одиниці. 

Аналогом емпіричної функції F (x) у теорії ймовірностей є інтегральна 

функція F(x) = P(X < x).  

4. Медіана та мода вибірки 

Медіана. Для визначення медіани інтервального статистичного розподілу 

вибірки необхідно визначити медіанний частковий інтервал. Якщо, наприклад, на 

і-му інтервалі [xi–1 – xi] F (xi–1) < 0,5 i F (xi) > 0,5, то, беручи до уваги, що 

досліджувана ознака Х є неперервною і при цьому F(x) є неспадною функцією, 

всередині інтервалу [xi–1 – xi] неодмінно існує таке значення X = Me, де 

F  (Me) = 0,5. 

Мода. Для визначення моди інтервального статистичного розподілу 

необхідно знайти модальний інтервал, тобто такий частинний інтервал, що має 
найбільшу частоту появи. 

Використовуючи лінійну інтерполяцію, моду обчислимо за формулою 

Mo Mo 1
1

Mo Mo 1 Mo 1

Mo
2

i

n n
x h

n n n

 


 


 

 
 (21.1) 

де xi–1 — початок модального інтервалу; 

h — довжина, або крок, часткового інтервалу; 

Mon  — частота модального інтервалу; 

1Mon  — частота домодального інтервалу; 

1Mon  — частота післямодального інтервалу. 

Приклад 2. За заданим інтервальним статистичним розподілом вибірки 

h = 4 0-4 4-8 8-12 12-16 16-20 20-24 

ni 6 14 20 25 30 5 

 

побудувати гістограму частот і F (x). Визначити Mo, Me. 

Розв’язання.  Гістограма частот зображена на рис. 19. 
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n

hi

7

1

0            4               8           12             16              20          24
xi

 

Рис. 19 

Графік F (x) зображено на рис. 20. 
 

F

(x)

xi

0             4           8         12        16         20         24

1

0,65

0,4

0,1

 

Рис. 20 

 

З рис. 19 визначається модальний інтервал, який дорівнює 16-20. 

Застосовуючи (21.1) і беручи до уваги, що Mo 30n  , Mo 1 25n   , Mo 1 5n   , h = 4, 

1 16ix   , дістанемо 

* Mo Mo 1
1

Mo Mo 1 Mo 1

Mo
2

i

n n
x h

n n n




 


 

 
; 

* 30 25 5
Mo 16 4 16 16,17.

60 25 5 30


    

 
 

Отже, Mo = 16,17. 

З графіка F(x) визначається медіанний інтервал, який дорівнює 12-16. 

Беручи до уваги, що F(12) = 0,4, F(16) = 0,65, h = 4  дістанемо: 
*

1
1 * *

1

0,5 ( ) 0,5 0,4 0,1
Me 12 4 12 4 13,6.

( ) ( ) 0,65 0,4 0,25

i
i

i i

F x
x h

F x F x

 




 
      

 
 

Отже, Me  = 13,6. 
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5. 
ВВВ
σ,D,x  для інтервального статистичного розподілу вибірки 

Для визначення 
В В В, ,x D   перейдемо від інтервального розподілу до 

дискретного, варіантами якого є середина часткових інтервалів 

*

1
2 2

i i i

h h
х x x     і який має такий вигляд: 

22
1

* h
x

h
xx iii  

 *

1x  *

2x  *

3x  … *

kx  

ih  
1h  

2h  
3h  … kh  

Тоді В В В, ,x D   обчислюються за формулами: 
*

1

В

iх n
x

h



 (21.2) 

* 2

1 2

В В

( )
( ) ;

iх n
D х

h
 


 (21.3) 

В ВD   (21.4) 

Приклад. За заданим інтервальним статистичним розподілом вибірки, в 

якому наведено розподіл маси новонароджених хі, 

ixX  , кг 

1
—

1
,2

 

1
,2

—
1

,4
 

1
,4

—
1

,6
 

1
,6

—
1

,8
 

1
,8

—
2

 

1
,8

—
2

 

2
—

2
,2

 

2
,4

—
2

,6
 

2
,6

—
2

,8
 

2
,8

—
3

 

3
—

3
,2

 

пі 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2 

обчислити В В В, ,x D  . 

Розв’язання. Побудуємо дискретний статистичний розподіл за заданим 

інтервальним. Оскільки h = 0,2, то дістанемо: 
 

*

1
2 2

i i i

h h
x x x    

 

1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 2,9 3,1 

hi 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2 

 
Беручи до уваги те, що n = 173, дістанемо: 

*

1

В

5,5 15,6 27 37,4 68,4 50,4 43,7

173

iх n
x

n

     
  


 

37,5 29,7 26,1 6,2 347,5
2,008671 кг

173 173

  
   . 

Отже, В 2,008671 кгх  . 
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* 2

1( ) 6,05 20,29 40,5 63,58 129,96 105,84 100,51

173

ix n

n

     
 


 

93,75 80,19 75,69 19,22 735,58
4,251908.

173 173

  
    

 
2

*

1 2 2

В ( ) 4,251908 (2,008671)
i

В

x n
D x

n
    


 

4,251908 4,034759 0,217149.    

ВD = 0,217149. 

В В 0,217149 0,466.D     

Отже, В 0,466   кг. 

Лекція 22. Двовимірний статистичний розподіл вибірки та його 

числові характеристики 

Перелік варіант ji xXyY  ,  та відповідних їм частот ijn  спільної їх появи 

утворюють двовимірний статистичний розподіл вибірки, що реалізована з 

генеральної сукупності, елементам цієї вибірки притаманні кількісні ознаки Х і 

Y. 
У табличній формі цей розподіл має такий вигляд: 

iyY   jxX   

1x  
2x  

3x  … mx  
iyn  

1y  
11n  

12n  
13n  … mn1

 
1y

n  

2y  
21n  

22n  
23n  … mn2

 
2yn  

3y  
31n  

32n  
33n  … mn3

 
3yn  

… … … … … … … 

ky  
1kn  

2kn  
3kn  … kmn  

kyn  

jxn  
1x

n  
2xn  

3xn  … mxn  

 

Тут ijn  — частота спільної появи варіант 

, ;i jY y X x   

1

,
i

m

y ij

j

n n


        
1

;
j

k

x ij

i

n n


  

1 1 1 1
i j

k m k m

ij y x

i j i j

n n n n
   

     . 

Загальні числові характеристики ознаки Х: 

загальна середня величина ознаки Х  
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1 1 1
;

j

k m m

j ij j x

i j j

x n x n

x
n n

  
 

 
 

(22.1) 

загальна дисперсія ознаки Х  

2 2

1 1 12 2( ) ( ) ;
j

k m m

j ij j x

i j j

x

x n x n

D x x
n n

  
   

 
 

(22.2) 

загальне середнє квадратичне відхилення ознаки Х  

.x xD   (22.3) 

Загальні числові характеристики ознаки Y: 

загальна середня величина ознаки Y  

1 1 1 ;
i

k m k

i ij i y
i j i

y n y n

y
n n

   

  
 

(22.4) 

загальна дисперсія ознаки Y  

2 2

1 1 2 21( ) ( ) ;
i i

k m k

i ij y
i j i

y

y n y n

D y y
n n

     

 
 

(22.5) 

загальне середнє квадратичне відхилення ознаки Y 

.y yD   (22.6) 

Лекція 23.Статистичне вивчення кореляційного зв’язку випадкових величин.  

1. Кореляційний момент, вибірковий коефіцієнт кореляції 

2. Емпіричні моменти 

3. Коефіцієнт асиметрії *

sA . Ексцес 

 

1. Кореляційний момент, вибірковий коефіцієнт кореляції 

Під час дослідження двовимірного статистичного розподілу вибірки постає 

потреба з’ясувати наявність зв’язку між ознаками Х і Y, який у статистиці 
називають кореляційним. Для цього обчислюється  емпіричний кореляційний 

момент 
*

xyK  за формулою 

1 1*

k m

i i ij

i j

xy

y x n

K x y
n

 
  

 
 

(23.1) 

Якщо 
* 0xyK  , то кореляційного зв’язку між ознаками Х і Y немає. Якщо ж 

* 0,xyK   то цей зв’язок існує. 

Отже, кореляційний момент дає лише відповідь на запитання: є зв’язок між 

ознаками Х і Y, чи його немає. 
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Для вимірювання тісноти кореляційного зв’язку обчислюється вибірковий 

коефіцієнт кореляції 
Вr  за формулою 

*

В

xy

x y

Κ
r

 
  (23.2) 

Як і в теорії ймовірностей, В 1,r     В1 1.r    

Приклад. За заданим двовимірним статистичним розподілом вибірки 
ознак Х і Y 

iyY   jxX   

10 20 30 40 
iyn  

2 — 2 4 4 10 

4 10 8 6 6 30 

6 5 10 5 — 20 

8 15 — 15 10 40 

jxn  30 20 30 20 

 

потрібно:  обчислити *

xyK , Вr . 

Розв’язання. Щоб обчислити *

xyK , Вr  визначимо , , ,x yx y  . Оскільки 

100,ijn n   то 

10 30 20 20 30 30 40 20

100

300 400 900 800 2400
24.

100 100

jj xx n
x

n

      
  

  
  



 

24.x   

2 2 2 2 2(10) 30 (20) 20 (30) 30 (40) 20

100

jj xx n

n

      
 


 

3000 8000 27000 32000

100

  


70000
700.

100
   

2

2 2( ) 700 (24) 700 576 124.jj x

x

x n
D x

n
      


 

124 11,14.x xD     

Отже, 11,14.x   

2 10 4 30 6 20 8 40

100

20 120 120 320
5,8.

100

ii yy n
y

n

      
  

  
 



 

Отже, 5,8y  . 
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2 2 2 2 2(2) 10 (4) 30 (6) 20 (8) 40

100

40 480 720 2560 3800
38.

100 100

i iyy n

n

      
 

  
  


 

2

2 2( ) 38 (5,8) 38 33,64 4,36,i iy

y

y n
D y

n
      


 

4,36 2,1.y yD     

Для визначення *

xyK  обчислюють 

2 10 0 2 20 2 2 30 4 2 40 4 4 10 10 4 20 8i j ijy x n                     

4 30 6 4 40 6 6 10 5 6 20 10 6 30 5 6 40 0 8 10 15                     
8 20 0 8 30 15 8 40 10 0 80 240 320 400 640 720                  

960 300 1200 900 0 1200      0 3600 3200 13760.     

Тоді 

* 13760
24 5,8 137,6 139,2 1,6.

100

i j ij

xy

y x n
K x y

n
         


 

Отже, * 1,6,xyK   а це свідчить про те, що між ознаками Х і Y існуватиме 

від’ємний кореляційний зв’язок. 
Для вимірювання тісноти цього зв’язку обчислимо вибірковий коефіцієнт 

кореляції. 
*

B

1,6 1,6
0,068.

11,14 2,1 23,394

xy

x y

K
r

 

 
    


 

Отже, B 0,068,r    тобто тіснота кореляційного зв’язку між  ознаками Х та Y є 

слабкою. 

 

2. Емпіричні моменти 
Початкові емпіричні моменти. Середнє зважене значення варіант у 

степені k (k = 1, 2, 3,…) називають початковим емпіричним моментом k-го 

порядку *,k  який обчислюється за формулою 

* k i

k

x n

n
 


 (23.3) 

При k = 1 дістанемо початковий момент першого порядку: 

*

1 B

i ix n
x

n
  


 (23.4) 

При  k = 2 обчислимо початковий момент другого порядку: 
2

*

2

i ix n

n
 


 (23.5) 

Отже, дисперсію вибірки можна подати через початкові моменти першого 

та другого порядків, а саме: 
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* * 2

B 2 1( )D     (23.6) 

Центральний емпіричний момент k-го порядку. Середнє зважене 
відхилення варіант у степені k (k = 1, 2, 3,…) називають центральним 

емпіричним моментом k-го порядку 

B*
( )k

i i

k

x x n

n






 (23.7) 

При k = 1 дістанемо: 

B*

1 B B B

( )
0

i i i i ix x n x n n
x x x

n n n



      
  

. 

При k = 2 маємо: 
2

B*

2 B

( )
.

i ix x n
D

n



 


 

На практиці найчастіше застосовуються центральні емпіричні моменти 

третього та четвертого порядків, що обчислюються за формулами: 
* * * * * 2

3 3 2 1 13 2( ) ,         (23.8) 
* * * * * * 2 * 4

4 4 3 1 2 1 14 6 ( ) 3( ) .            (23.9) 

3. Коефіцієнт асиметрії *

sA . Ексцес.  

Центральний емпіричний момент третього порядку застосовується для 

обчислення коефіцієнта асиметрії: 
*

* 3

3

B

sA



  (23.10) 

Якщо варіанти статистичного розподілу вибірки симетрично розміщені 

відносно Вх , то в цьому разі 0,sA   оскільки *

3 0  . 

При 0sA   варіанти статистичного розподілу Bix x  переважають варіанти 

Bix x . Таку асиметрію називають від’ємною. При 0sA   варіанти Bjx x  

переважають варіанти Bix x , і таку асиметрію називають додатною. 

Ексцес. Центральний емпіричний момент четвертого порядку 

застосовується для обчислення ексцесу: 
*

* 4

4

B

3.sE



   (23.11) 

*

sE , як правило, використовується при дослідженні неперервних ознак 

генеральних сукупностей, оскільки він оцінює крутизну закону розподілу 

неперервної випадкової величини порівняно з нормальним. Для нормального 

закону розподілу, як відомо, * 0sE  . 
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ТЕМА 4. СТАТИСТИЧНІ ОЦІНКИ ПАРАМЕТРІВ ГЕНЕРАЛЬНОЇ 

СУКУПНОСТІ 

Лекція 24. Точкові оцінки параметрів розподілу. Загальні вимоги до 

точкових оцінок 

План 

1. Основні поняття 

2. Загальні вимоги до точкових оцінок. 

 

1. Основні поняття 

Інформація, яку дістали на основі обробки вибірки про ознаку генеральної 

сукупності, завжди міститиме певні похибки, оскільки вибірка становить лише 

незначну частину від неї (n < N), тобто обсяг вибірки значно менший від обсягу 
генеральної сукупності. 

Тому слід організувати вибірку так, щоб ця інформація була найбільш 

повною (вибірка має бути репрезентативною) і забезпечувала з найбільшим 
ступенем довіри про параметри генеральної сукупності або закон розподілу її 

ознаки. 

Параметри генеральної сукупності   Г Г Г, , ,Мo,M x X D   Ме, xyr  є 

величинами сталими, але їх числове значення невідоме. Ці параметри оцінюються 

параметрами вибірки: *

B B B, , , Мo ,x D   *

BМe , ,r  які дістають при обробці вибірки. 

Вони є величинами непередбачуваними, тобто випадковими. Схематично це можна 

показати так (рис. 21). 
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









B

B

B

B

Me

Mo

r

D

x

 : N — обсяг генеральної
сукупності

A   : n — обсяг вибірки

 
Рис. 21 

Тут через θ позначено оцінювальний параметр генеральної сукупності, а 

через θ
*
 — його статистичну оцінку, яку називають ще статистикою. При 

цьому θ = const, а θ
*
 — випадкова величина, що має певний закон розподілу 

ймовірностей. Зауважимо, що до реалізації вибірки кожну її варіанту 

розглядають як випадкову величину, що має закон розподілу ймовірностей 
ознаки генеральної сукупності з відповідними числовими характеристиками: 

       Г Г Г, , .i i iM x X М х D x D x      

2. Загальні вимоги до точкових оцінок 

Статистична оцінка θ ,*  яка визначається одним числом, точкою, називається 

точковою. Беручи до уваги, що θ*
 є випадковою величиною, точкова 



 60 

статистична оцінка може бути зміщеною і незміщеною: коли математичне 

сподівання цієї оцінки точно дорівнює оцінювальному параметру θ, а саме: 

 θ θ,*M   (24.1) 

то θ*  називається незміщеною; в противному разі, тобто коли 

 *θ θ,M   (24.2) 

точкова статистична оцінка *θ  називається зміщеною відносно параметра 

генеральної сукупності θ. Різниця *θ θ δ   називається зміщенням 

статистичної оцінки *θ . 

Оцінювальний параметр може мати кілька точкових незміщених 
статистичних оцінок, що можна зобразити так (рис. 22): 

*
1θ

θ

*
2θ

*
3θ

*θ k

 
                                                                           Рис. 22 

Точкова статистична оцінка називається ефективною, коли при заданому 

обсязі вибірки вона має мінімальну дисперсію. Отже, оцінка 
2θ
*  буде 

незміщеною й ефективною. 

Точкова статистична оцінка називається ґрунтовною, якщо у разі 

необмеженого збільшення обсягу вибірки θ
*
 наближається до оцінювального 

параметра θ, а саме: 

 *lim θ θ 1.
n

P δ


    

Лекція 25. Методи знаходження точкових оцінок 

План 

1. Методи визначення точкових статистичних оцінок 

2. Властивості B,Вx D  

 

1. Методи визначення точкових статистичних оцінок 

Існують три методи визначення точкових статистичних оцінок для 

параметрів генеральної сукупності. 
Метод аналогій. Цей метод базується на тому, що для параметрів 

генеральної сукупності вибирають такі самі параметри вибірки, тобто для 

оцінки  Г ,X М X
ГD  вибирають аналогічні статистики — B ,x B.D  

Метод найменших квадратів. Згідно з цим методом статистичні оцінки 

визначаються з умови мінімізації суми квадратів відхилень варіант вибірки від 

статистичної оцінки θ .*
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Отож, використовуючи метод найменших квадратів, можна, наприклад, 

визначити статистичну оцінку для  ГX М X . Для цього скористаємося 

функцією  
2

*

0

θ .
n

i i

i

u x n


   Використовуючи умову екстремуму, дістанемо: 

 *
0

2 θ 0
n

*

i i

i

u
x n

 


    


  

*

1 1

θ 0
n n

i i i

i i

x n n
 

    
* 1

Bθ .

n

i i

i

x n

x
n

 


 

Звідси для 
Гθ X  точковою статистичною оцінкою буде *

Вθ x  — 

вибіркова середня. 

Метод максимальної правдоподібності. Цей метод посідає центральне місце в теорії статистичного оцінювання параметрів . На нього свого часу звертав увагу К. Гаусс, а розробив його Р. Фішер. Цей метод розглянемо докладніше. 

Нехай ознака генеральної сукупності Х визначається лише одним 

параметром θ і має щільність імовірностей f (x; θ). У разі реалізації вибірки з 

варіантами 1 2, , ..., nx x x  щільність імовірностей вибірки буде такою: 

             1 2 1 2,θ , θ , θ , θ .* * * *

n nf x , x , ..., x f x f x ... f x                        (25.1) 

При цьому варіанти розглядаються як незалежні випадкові величини, котрі 

мають один і той самий закон розподілу, що й ознака генеральної сукупності Х.  

Суть цього методу полягає в тому, що, фіксуючи значення варіант 

1 2, , ..., nx x x , визначають таке значення параметра θ ,*  при якому функція (25.1) 

максимізується. Вона називається функцією максимальної правдоподібності і 

позначається так:  θL L  . 

Наприклад, коли ознака генеральної сукупності Х має нормальний закон 
розподілу, то функція максимальної правдоподібності набере такого вигляду: 

 
 

 
2

*
1

1
*
2

θ

2θ* *

1 2 1 2

2
2

1
, , ..., , ,

2

n

i

i

x

n n
f x x x e 











   (25.2) 

При цьому за статистичні оцінки 
1θ ,*  

2θ
*  вибирають ті їх значення, за яких 

задана вибірка буде найімовірнішою, тобто функція (25.2) досягає максимуму. 
На практиці зручно від функції (25.2) перейти до її логарифма, а саме: 

   
 

1 2 1 2

2

1

1 2 1 2 2

2

ln ( θ θ )

θ
θ θ ln lnθ .

2 2θ

n

*

i* * *

n *

f x , x , ..., x , ,

xn
L x , x , ..., x , , π

  


    

  

Згідно з необхідною умовою екстремуму для цієї функції дістанемо: 
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 

 
 

1

11 2

2

12
12 2 2

1
θ 0

θ θ

1
θ 0

θ 2θ 2 θ

n
*

i* *
i

n
*

i* * *
i

L
x ,

L n
x .






   

 
      







 (25.3) 

З першого рівняння системи (25.3) дістанемо: 

1 B

1

1
θ ;

n
*

i

i

x x
n 

    (25.4) 

з другого рівняння системи (25.3) маємо: 

 
2

2 B B

1

1
θ .

n
*

i

i

x x D
n 

     (25.5) 

Отже, для  ГX М X  точковою статистичною оцінкою є Bx  для Г BD D . 

 

2. Властивості B,Вx D  

Виправлена дисперсія, виправлене середнє квадратичне відхилення. 

Точковою незміщеною статистичною оцінкою для  ГX М X  є B.x  

Отже,   .ГB XxM   

BD  є точковою зміщеною статистичною оцінкою для ГD , де 
1n

n


 — 

коефіцієнт зміщення, який зменшується зі збільшенням обсягу вибірки n. 

Отже, 
1

n

n 
BD  буде точковою незміщеною статистичною оцінкою для ГD . 

Її назвали виправленою дисперсією і позначили через 
2.S  

Звідси точковою незміщеною статистичною оцінкою для ГD  є виправлена 

дисперсія 2

B
1

n
S D

n



 або 

   
2 2

B B
2 1 1 .

1 1

n n

i i

i i

x x x x
n

S
n n n

 

 

  
 

 
 

(25.6) 

Величину 

B
1

n
S D

n



 (25.7) 

називають виправленим середнім квадратичним відхиленням. 

Приклад. 200 однотипних деталей були піддані шліфуванню. Результати 
вимірювання наведені як дискретний статистичний розподіл, поданий у 

табличній формі: 

 

i
x , мм 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2 4,3 4,4 

in  1 22 40 79 27 26 4 1 
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Знайти точкові незміщені статистичні оцінки для  Г ,X М х  
ГD . 

Розв’язання. Оскільки точковою незміщеною оцінкою для 
ГX  є 

B ,x  то 

обчислимо 

B

i ix n
x

n
 


 

3,7 1 3,8 22 3,9 40 4,0 79 4,1 27 4,2 26 4,3 4 4,4 1

200

              
   

3,7 83,6 156 316 110,7 109,2 17,2 4,4 808,8
4,004 мм.

200 200

      
    

Для визначення точкової незміщеної статистичної оцінки для ГD  

обчислимо BD : 

2

i ix n

n


        
2 2 2 2

3,7 1 3,8 22 3,9 40 4,0 79

200

       
  

       
2 2 2 2

4,1 27 4,2 26 4,3 4 4,4 1

200

       
  

13,69 317,68 608,4 1264 453,87 458,64 73,96 19,36

200

      
   

3209,6
16,048.

200
   

   
2

2 2

B B 16,048 4,004

16,048 16,032016 0,015984.

i ix n
D x

n
    

  


 

Тоді точкова незміщена статистична оцінка для ГD  дорівнюватиме: 

2 2

B

200 200
0,015984 0,015984 0,01606 мм .

1 200 1 199

n
S D

n
     

 
 

 

Лекція 26. Інтервальні оцінки параметрів розподілу. Довірчі інтервали 

для математичного сподівання при відомій дисперсії. 

План 

1. Довірчі інтервали 

2. Довірчі інтервали для математичного сподівання при відомій 

дисперсії 

 

1. Довірчі інтервали 

Точкові статистичні оцінки θ*
 є випадковими величинами, а тому 

наближена заміна θ на θ
*
 часто призводить до істотних похибок, особливо коли 
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обсяг вибірки малий. У цьому разі застосовують інтервальні статистичні 

оцінки. 

Статистична оцінка, що визначається двома числами, кінцями інтервалів, 
називається інтервальною. 

Різниця між статистичною оцінкою θ*  та її оцінювальним параметром θ, 

взята за абсолютним значенням, називається точністю оцінки, а саме: 
*θ θ δ,   (26.1) 

де δ є точністю оцінки. 

Оскільки θ*  є випадковою величиною, то і δ буде випадковою, тому 

нерівність (26.1) справджуватиметься з певною ймовірністю. 

Імовірність, з якою береться нерівність (26.1), тобто 

 *θ θ δ γP     (26.2) 

називають надійністю. 

Рівність (26.2) можна записати так: 

 * 2θ δ θ θ δ γP       (26.3) 

Інтервал θ δ; θ δ     , що покриває оцінюваний параметр θ генеральної 

сукупності з заданою надійністю , називають довірчим. 

2. Довірчі інтервали для математичного сподівання при відомій 

дисперсії 

Нехай ознака Х генеральної сукупності має нормальний закон розподілу. 

Побудуємо довірчий інтервал для 
ГX , знаючи числове значення середнього 

квадратичного відхилення генеральної сукупності Гσ ,  із заданою надійністю γ. 

Оскільки Bx  як точкова незміщена статистична оцінка для  ГX М х  має 

нормальний закон розподілу з числовими характеристиками  B Г ,M x X a   

  Г
Bx

n


  , то, скориставшись (26.3), дістанемо 

 B δ γP x a    (26.4) 

Випадкова величина Bx a  має нормальний закон розподілу з числовими 

характеристиками 

   B B 0;M x a M x a a a       

    Г
B B ;

D
D x a D x

n
    

  Г
B

σ
σ .x

n
  

Тому B

Г

x a

n




 матиме нормований нормальний закон розподілу N(0; 1). 
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Звідси рівність (26.4) можна записати, назначивши 
Г

,x

n




  так: 

B

Г

γ
x a

P x

n



 
 

  
 
 
 

 (26.5) 

або 

Г Г
B B .

x x
P x a x

n n

 


  
     

 
 

Згідно з формулою нормованого нормального закону 

   2P X a Ф     

для (26.5) вона набирає такого вигляду: 

 B

Г

2 .
x a

P x Ф x

n




 
 

   
 
 
 

 (26.6) 

З рівності (26.6) знаходимо аргументи х, а саме: 

   2 0,5 .Ф х Ф х     

Аргумент х знаходимо за значенням функції Лапласа, яка дорівнює 0,5 γ за 
таблицею (додаток 2). 

Отже, довірчий інтервал дорівнюватиме: 

Г Г
B B

x x
x a x

n n

  
     (26.7) 

що можна зобразити умовно на рис. 23. 

 
ГX а  

n

x
x Г

B


  

n

x
x Г

B


  

 
Рис. 23 

Величина Гx

n


 називається точністю оцінки, або похибкою вибірки. 

Приклад. Вимірявши 40 випадково відібраних після виготовлення 

деталей, знайшли вибіркову середню, що дорівнює 15 см. Із надійністю 

0,99   побудувати довірчий інтервал для середньої величини всієї партії 

деталей, якщо генеральна дисперсія дорівнює 20,09 cм . 

Розв’язання. Для побудови довірчого інтервалу необхідно знати: B ,x  Г , n, 

x. 
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З умови задачі маємо: 
В 15 см,x   2

Г Г 0,09 смD     0,3 cм,  

40 40 6,32.n n     Величина х обчислюється з рівняння 

  0,5 0,5 0,99 0,495.Ф х      

   0,495 2,58 за таблицею значень функції Лапласа .Ф х х    

Знайдемо числові значення кінців довірчого інтервалу: 

Г
B

0,3 2,58
15 15 0,12 14,88 см.

6,32

x
x

n

  
        

B

0,3 2,58
15 15 0,12 15,12 см.

6,32

Г х
x

n

  
       

Таким чином, маємо: 

Г14,88 15,12X  . 

Отже, з надійністю 0,99 (99% гарантії) оцінюваний параметр 
ГX  перебуває 

усередині інтервалу [14,87; 15,13]. 
 

Лекція 27. Інтервальні оцінки параметрів розподілу. Довірчі інтервали 

для математичного сподівання при невідомій дисперсії. 

Для малих вибірок, з якими стикаємося, досліджуючи різні ознаки в техніці 

чи сільському господарстві, для оцінювання 
ГX a  при невідомому значенні 

Г  неможливо скористатися нормальним законом розподілу. Тому для 

побудови довірчого інтервалу застосовується випадкова величина 

B ,
x a

t
S

n


  

(27.1) 

що має розподіл Стьюдента з 1k n   ступенями свободи. 

Тоді (27.1) набирає такого вигляду: 

 B
B B

0

2 ,

t
t S t Sx a

P t P x a x f t
S n n

n



 

 

 
   

          
   
 
 

  

оскільки  f t  для розподілу Стьюдента є функцією парною. 

Обчисливши за даним статистичним розподілом Bx , S і визначивши за 

таблицею розподілу Стьюдента значення t , будуємо довірчий інтервал 

B B .
t S t S

x a x
n n

 
     (27.2) 

Тут  , 1t k n     обчислюємо за заданою надійністю γ і числом ступенів 

свободи 1k n   за таблицею (додаток 3). 
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Приклад. Випадково вибрана партія з двадцяти приладів була 

випробувана щодо терміну безвідказної роботи кожного з них tі. Результати 
випробувань наведено у вигляді дискретного статистичного розподілу: 

ti 100 170 240 310 380 

ni 2 5 10 2 1 

 

З надійністю 0,99   побудувати довірчий інтервал для «а» (середнього 

часу безвідказної роботи приладу). 

Розв’язання. Для побудови довірчого інтервалу необхідно знайти середнє 

вибіркове і виправлене середнє квадратичне відхилення. 

Обчислимо Bx : 

B

100 2 170 5 240 10 310 2 380 1 4450
222,5.

20 20

i it n
x

n

        
   


 

Отже, дістали B 222,5 год.x   

Визначимо DB: 
2 2 2 2 2 2100 2 170 5 240 10 310 2 380 1 1 077 100

53855.
20 20

i it n

n

        
  


 

   
2

2 2

B B 53855 222,5 53855 49 506,25 4348,75.
i it n

D x
n

      


 

Отже, DB = 4348,75. 

Виправлене середнє квадратичне відхилення дорівнюватиме: 

B

20
4348,75 67,66 год.

1 20 1

n
S D

n
   

 
 

За таблицею значень  
0

0,99

t

f x dt    (додаток 3) розподілу Стьюдента 

за заданою надійністю 0,99   і числом ступенів свободи 1k n   = 20 – 1 = 19 

знаходимо значення  0,99, 19 2,861.t k     

Обчислимо кінці довірчого інтервалу: 

B

2,861 67,66 2,861 67,66
222,5 222,5 179,2 год.

4,47220

t S
x

n

  
       

B

2,861 67,89 2,861 67,66
222,5 222,5 265,8 год.

4,47220

t S
x

n

  
       

Отже, з надійністю 0,99   можна стверджувати, що 
ГX а  буде 

міститися в інтервалі 

179,2 265,8a  . 

При великих обсягах вибірки, а саме: 30,n   на підставі центральної 

граничної теореми теорії ймовірностей (теореми Ляпунова) розподіл Стьюдента 
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наближається до нормального закону. У цьому разі t  знаходиться за таблицею 

значень функції Лапласа. 

 

Лекція 28. Інтервальні оцінки параметрів розподілу. Довірчі інтервали 

для дисперсії. 

У разі, коли ознака Х має нормальний закон розподілу, для побудови 

довірчого інтервалу із заданою надійністю  для г г,D  застосовуємо випадкову 

величину 

2 2

2

Г

1
,

n
S




  (28.1) 

що має розподіл 2χ  із 1k n   ступенями свободи. 

Оскільки випадкові події 

 2 2 2

1 2A      і 
2 2 2

2 1

1 1 1
B

  

 
  

 
 

є рівноймовірними, тобто їх імовірності рівні     ,P A P B  маємо: 

 2 2 2

1 2 2 2 2

2 1

1 1 1
.P P  

  

 
     

 
 (28.2) 

Отже, довірчий інтервал для 2

Г ГD   матиме вигляд: 

   2 2

Г2 2

2 1

1 1n S n S
D

 

 
   (28.3) 

Тоді довірчий інтервал для Г  випливає із (28.3) і буде таким: 

Г

2 1

1 1S n S n


 

 
   (28.4) 

Значення 2

1χ , 2

2χ  знаходимо за таблицею (додаток 4) згідно з рівностями: 

 2 2

1 1 ;
2

P


     (28.5) 

 2 2

2 ,
2

P


    (28.6) 

де 1   . 

Приклад. Перевірена партія однотипних телевізорів хі на чутливість до 

відеопрограм ni, дані перевірки наведено як дискретний статистичний розподіл: 

ni, мкв 200 250 300 350 400 450 500 550 

xi 2 5 6 7 5 2 2 1 

З надійністю 0,99   побудувати довірчі інтервали для ГD , Г . 
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Розв’язання. Для побудови довірчих інтервалів необхідно знайти значення 
2 , .S S  

Обчислимо значення 
Bx : 

B Так як 30
i i

i

x n
x n n

n
    


  

200 2 250 5 300 6 350 7 400 5 450 2 500 2 550 1

30

              
   

400 1250 1800 2450 2000 900 1000 550 10350
345 мкв.

30 30

      
    

Обчислимо DB: 

       
2 2 2 22

200 2 250 5 300 6 350 7

30

i ix n

n

       



 

       
2 2 2 2

400 5 450 2 500 2 550 1

30

       
   

= 
80 000 312 500 540 000 857 500 800 000 405 000

30

     
 

500 000 302 500 3797500
126583,3

30 30

 
  . 

   
2

2 2

B B 126583,3 345 126583,3 119025 7558,3.
i ix n

D x
n

      


 

Отже, 2

B 7558,3[мкв]D  . 

Виправлена дисперсія і виправлене середнє квадратичне відхилення 
дорівнюватимуть: 

2 2

B

30 30
7558,3 7558,3 7818,9[мкв]

1 30 1 29

n
S D

n
     

 
; 

B 7818,9 88,42 мкв.
1

n
S D

n
  


 

Оскільки 1 1 0,99 0,01,       то згідно з (28.5), (28.6) знаходимо значення 
2

1 ,χ  2

2χ , а саме: 

 2 2

1

0,01
1 1 1 0,005 0,995.

2 2
P


          

 2 2

2

0,01
0,005.

2 2
P


      

За таблицею (додаток 4) знаходимо: 

   2 2

1 10,995; 1 0,995; 29 14,3.k m k       

 2

2 0,005; 29 52,5.k    
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Обчислимо кінці довірчого інтервалу для 
ГD : 

2

2

2

1 29
7818 9 4319 01

52 5

n
S , ,

χ ,


   ; 

2

2

1

1 29
7818 9 15856 5

14 3

n
S , ,

χ ,


   . 

Отже, довірчий інтервал для ГD  буде таким: 

Г4319,0 15856,5.D   

Довірчий інтервал для Г  становить 

Г68,3 130,83.   

 

ТЕМА 5. СТАТИСТИЧНІ ГІПОТЕЗИ 

Лекція 29. Статистичні гіпотези. 

План 

1. Загальна інформація 

2. Статистичний критерій 

3. Область прийняття гіпотези. Критична область 

4. Загальний алгоритм перевірки правильності нульової гіпотези 

5. Помилки першого та другого роду. Потужність критерію 

 

1. Загальна інформація 

Інформація, яку дістають на підставі вибірки, реалізованої із генеральної 
сукупності, може бути використана для формулювання певних суджень про 

всю генеральну сукупність. Наприклад, розпочавши виготовляти покришки 

нового типу для автомобілів, відбирають певну кількість цих покришок і 

піддають їх певним тестам. 
За результатами тестів можна зробити висновок про те, чи кращі нові 

покришки від покришок старого типу, чи ні. А це, у свою чергу, дає підставу 

для прийняття рішення: виготовляти їх чи ні. 
Такі рішення називають статистичними. 

Статистичні рішення мають імовірнісний характер, тобто завжди існує 

ймовірність того, що прийняті рішення будуть помилковими. 

Головна цінність прийняття статистичних рішень полягає в тому, що в 
межах імовірнісних категорій можна об’єктивно виміряти ступінь ризику, що 

відповідає тому чи іншому рішенню. 

Будь-які статистичні висновки, здобуті на підставі обробки вибірки, 
називають статистичними гіпотезами. 

Гіпотезу, що підлягає перевірці, називають основною. Оскільки ця гіпотеза 

припускає відсутність систематичних розбіжностей (нульові розбіжності) між 

невідомим параметром генеральної сукупності і величиною, що одержана 
внаслідок обробки вибірки, то її називають нульовою гіпотезою і позначають 

Н0. 
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Зміст нульової гіпотези записується так: 

0 : ГH x a ; 

0 : 2ГH   ; 

0 : 0,95xyH r  . 

Кожній нульовій гіпотезі можна протиставити кілька альтернативних 

(конкуруючих) гіпотез, які позначають символом Н, що заперечують 

твердження нульової. Так, наприклад, нульова гіпотеза стверджує: 0 : ГH x a , а 

альтернативна гіпотеза — : ГH x a  , тобто заперечує твердження нульової. 

Проста гіпотеза, як правило, належить до параметра ознак генеральної 
сукупності і є однозначною. 

Наприклад, згідно з простою гіпотезою параметр генеральної сукупності 

дорівнює конкретному числу, а саме: 

0 : 4ГH x  ; 

0 : 4ГH   . 

Складна статистична гіпотеза є неоднозначною. Вона може стверджувати, 
що значення параметра генеральної сукупності належить певній області 

ймовірних значень, яка може бути дискретною і неперервною. 

Наприклад: 

0 : [2; 2,1; 2,2]ГH x     або   0 : [5,2 6,5]ГH x   . 

Нульова гіпотеза може стверджувати як про значення одного параметра 
генеральної сукупності, так і про значення кількох параметрів, а також про закон 

розподілу ознаки генеральної сукупності. 

 

2. Статистичний критерій. Емпіричне значення критерію 

Для перевірки правильності висунутої статистичної гіпотези вибирають 

такзваний статистичний критерій, керуючись яким відхиляють або не 

відхиляють нульову гіпотезу. Статистичний критерій, котрий умовно 
позначають через K, є випадковою величиною, закон розподілу ймовірностей 

якої нам заздалегідь відомий. Так, наприклад, для перевірки правильності 

0 : ГH X a  як статистичний критерій K можна взяти випадкову величину, яку 

позначають через K = Z, що дорівнює 

( )

Г

Г

x a
Z

x


  (29.1) 

і яка має нормований нормальний закон розподілу ймовірностей. При 

великих обсягах вибірки (n > 30) закони розподілу статистичних критеріїв 

наближатимуться до нормального. 

Спостережуване значення критерію, який позначають через K, 

обчислюють за результатом вибірки. 

 

3. Область прийняття гіпотези. Критична область 

Множину  всіх можливих значень статистичного критерію K можна 

поділити на дві підмножини А і A , які не перетинаються. 
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( , )A A A A  . 

Сукупність значень статистичного критерію K  А, за яких нульова 

гіпотеза не відхиляється, називають областю прийняття нульової гіпотези. 

Сукупність значень статистичного критерію K  A , за яких нульова гіпотеза 
не приймається, називають критичною областю. 

Отже, А — область прийняття Н0, 

A  — критична область, де Н0 відхиляється. 

Точку або кілька точок, що поділяють множину  на підмножини А і A , 

називають критичними і позначають через Kкр. 

Існують три види критичних областей: 

Якщо при K < Kкр нульова гіпотеза відхиляється, то в цьому разі ми маємо 
лівобічну критичну область, яку умовно можна зобразити (рис. 24). 

 K < Kкр 
Область прийняття 

Н0 
Kкр 

K 

 

Рис. 24 

Якщо при крK K  нульова гіпотеза відхиляється, то в цьому разі маємо 

правобічну критичну область (рис. 25). 

 
K > Kкр Область прийняття 

Н0 
Kкр 

K 

 

Рис. 25 

Якщо ж при крK K   і при крK K   нульова гіпотеза відхиляється, то маємо 

двобічну критичну область (рис. 26). 

 

кр
K K   

крK   

крKK   

крK   
K  

0 

Н0 

приймається 

 

Рис. 26 

Лівобічна і правобічна області визначаються однією критичною точкою, 
двобічна критична область — двома критичними точками, симетричними 

відносно нуля. 

 

4. Загальний алгоритм перевірки правильності нульової гіпотези 

Для перевірки правильності Н0 задається так званий рівень значущості . 

 — це мала ймовірність, якою наперед задаються. Вона може набувати 

значення  = 0,005; 0,01; 0,001. 

В основу перевірки Н0 покладено принцип ( )P K A   , тобто ймовірність 

того, що статистичний критерій потрапляє в критичну область A , дорівнює 
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малій імовірності . Якщо ж виявиться, що ,AK  а ця подія малоймовірна і все 

ж відбулася, то немає підстав приймати нульову гіпотезу. 

Пропонується такий алгоритм перевірки правильності Н0: 

1. Сформулювати Н0 й одночасно альтернативну гіпотезу Н. 

2. Вибрати статистичний критерій, який відповідав би сформульованій 
нульовій гіпотезі. 

3. Залежно від змісту нульової та альтернативної гіпотез будується 

правобічна, лівобічна або двобічна критична область, а саме: 

нехай 0 : rH x a , тоді, якщо 

: rH x a  , то вибирається правобічна критична область, якщо 

: rH x a  , то вибирається лівобічна критична область і коли 

: rH x a  , то вибирається двобічна критична область. 

4. Для побудови критичної області (лівобічної, правобічної чи двобічної) 

необхідно знайти критичні точки. За вибраним статистичним критерієм та 

рівнем значущості  знаходяться критичні точки. 
5. За результатами вибірки обчислюється спостережуване значення 

критерію *

cпK . 

6. Відхиляють чи приймають нульову гіпотезу на підставі таких міркувань: 

у разі, коли K A , а це є малоймовірною випадковою подією, 

( )P K A    і, незважаючи на це, вона відбулася, то в цьому разі Н0 

відхиляється: 

для лівобічної критичної області 

сп кр( )P K K     (29.2) 

для правобічної критичної області 

сп кр( )P K K     (29.3) 

для двобічної критичної області 

сп кр сп кр( ) ( )P K K P K K        (29.4) 

або 

сп кр сп кр( ) ( )
2

P K K P K K
       (29.5) 

ураховуючи ту обставину, що критичні точки крK  і крK   симетрично 

розташовані відносно нуля. 

 

4. Помилки першого та другого роду. Потужність критерію 

Якою б не була малою величина , потрапляння спостережуваного значення 

cпK   у критичну область  cпK A   ніколи не буде подією абсолютно 

неможливою. Тому не виключається той випадок, коли Н0 буде правильною, а 

спK A  , а тому нульову гіпотезу буде відхилено. 
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Отже, при перевірці правильності Н0 можуть бути допущені помилки. 

Розрізняють при цьому помилки першого і другого роду. 

Якщо Н0 є правильною, але її відхиляють на основі її перевірки, то буде 
допущена помилка першого роду. 

Якщо Н0 є неправильною, але її приймають, то в цьому разі буде допущена 

помилка другого роду. 

Імовірність помилки першого роду: . Імовірність помилки другого роду 

позначають символом . Різницю 1    називають імовірністю 

обґрунтованого відхилення Н0, або потужністю критерію. 

 

Лекція 30. Перевірка правильності нульової гіпотези 

План 

1. Перевірка правильності нульової гіпотези про рівність 

математичних сподівань 

2. Малий обсяг вибірки ( 40, 40n n   ) i невідомі значення дисперсій 

генеральної сукупності 

3. Перевірка правильності нульової гіпотези про рівність двох дисперсій 

4. Критерій узгодженості Пірсона  

 

1. Перевірка правильності нульової гіпотези про рівність 

математичних сподівань 

Нехай задано дві генеральні сукупності, ознаки яких Х і Y мають 

нормальний закон розподілу і при цьому незалежні одна від одної. Необхідно 

перевірити правдивість 0 : ( ) ( )H M X M Y  
Г Г( )X Y . 

Тут можуть спостерігатися два випадки: 

Випадок 1. Обсяг вибірки великий (n > 40) і відомі значення ,x ГD D  

ознак генеральних сукупностей. 

З кожної генеральної сукупності здійснюють вибірку відповідно з обсягами 
n  і n  і будують статистичні розподіли: 

xi x1 x2 x3 .... xk  yj y1 y2 Y3 .... ym 

in  
1

n  2n  3n  .... kn   jn   1n   2n   3n   .... mn   

Тут ,i jn n n n      . 

Обчислюються значення 

,
j ji i

Г Г

y nx n
x y

n n


 

 


. 

Оскільки ( )
yx

Г Г

DD
D x y

n n
  

 
, за статистичний критерій береться випадкова 

величина 
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В В

yx

x y
Z

DD

n n





 

 
(30.1) 

що має закон розподілу N(0; 1). 

Коли 
x yD D D  , дістанемо: 

1 2

1 1

В В

Г

x y
Z

n n







 
(30.2) 

Залежно від формулювання альтернативної гіпотези Н будуються 

відповідно правобічна, лівобічна та двобічна критичні області. 

Спостережуване значення критерію відповідно обчислюється: 

В В

yx

x y
Z

DD

n n

 



 

 
(30.3) 

або 

1 2

1 1

В В

Г

x y
Z

n n


 




 
(30.4) 

Приклад. За заданими статистичними розподілами двох вибірок, 

реалізованих із двох генеральних сукупностей, ознаки яких мають нормальний 

закон розподілу зі значенням дисперсій генеральних сукупностей 

10; 15x yD D  , 

xi 12,2 13,2 14,2 15,2 16,2  yj 8,4 12,4 16,4 20,4 24,4 

in  5 15 40 30 10  jn   10 15 35 20 20 

при рівні значущості  = 0,01 перевірити правдивість нульової гіпотези 

0 : ( ) ( )H M X M Y , якщо альтернативна гіпотеза 

: ( ) ( ).H M X M Y   

Розв’язання. Оскільки 100; 100i jn n n n        , обчислимо ,В Вx y : 

12,5 5 13,2 15 14,2 40 15,2 30 16,2 10

100

i i

В

x n
x

n

         
 




 

62,5 198 568 456 162 1446,5
14,465

100 100

   
   . 

8,4 10 12,4 15 16,4 35 20,4 20 24,4 20

100

j j

В

y n
y

n

         
  




 

84 186 574 408 488 1740
17,4

100 100

   
   . 
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Для альтернативної гіпотези : ( ) ( )H M X M Y   будується правобічна 

критична область. Критичну точку 
крz  знаходимо з рівності 

кр кр

1 2 1 2 0,01 0,98
Ф( ) 0,49 2,34

2 2 2
z z

  
      . 

Правобічна критична область зображена на рис. 27. 
 

0 

 
2

2
1

2

z

f z e




   

Критична область 

z zкр = 2,34 
 

Рис. 27 

Обчислимо спостережуване значення критерію 
14,465 17,4 2,935 2,935

10 15 0,1 0,15 0,25

100 100

2,935
5,87.

0,5

В В

yx

x y
Z

DD

n n

  
     




 

   

 

Висновок. Оскільки * ] ; 2,34]Z   , то 0 : ( ) ( )H M X M Y  не відхиляється. 

Випадок  2. Якщо обсяг вибірки великий (n > 40), але невідомі значення 

генеральних дисперсій Dx, Dy, то у цьому випадку застосовують їх точкові 
незміщені статистичні оцінки, а саме: 

B B2
( ) ( )

( )
2

j j i i

В В

x x n y y n
D x y S

n n

     
   

  

 
 

2 2( 1) ( 1)

2

x yn S n S

n n

   


  
 (30.5) 

При великих обсягах вибірок ,n n   статистичний критерій 

2 2( 1) ( 1) 1 1

2

В В

x y

x y
Z

n S n S

n n n n




   
 

    

 
(30.6) 

асимптотично наближається до закону розподілу N(0; 1). Тому для 
визначення критичних точок застосовується функція Лапласа. 

Приклад. З допомогою двох радіовимірних приладів вимірювалась 

відстань до певного об’єкта. Результати вимірювання наведені у вигляді двох 

статистичних розподілів ознак: Y — відстань, виміряна першим радіоприладом, 
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та Х — другим. При цьому Y і Х є незалежними між собою і підпорядковані 

нормальному закону розподілу. Статистичні розподіли мають такий вигляд: 

yi, км 195 198 201 204 207 210 

in  10 20 30 20 15 5 

 

xj, км 184 188 192 196 200 204 

jn   5 15 30 40 6 4 

При рівні значущості  = 0,01 перевірити правильність нульової гіпотези 

0 : ( ) ( )H M X M Y , якщо альтернативна гіпотеза 

: ( ) ( )H M Y M X  . 

Розв’язання. Значення дисперсій генеральних сукупностей невідомі. 

Необхідно обчислити 2 2, , , .В В x yx y S S  

Оскільки 100i jn n n n        , то 

184 5 188 15 192 30 196 40 200 6 204 4

100

j j

В

x n
x

n

           
 




 

920 2820 5760 7840 1200 816 19356
193,56

100 100

    
    км. 

2 2 2 2 2 2 2184 5 188 15 192 30 196 40 200 6 204 4

100

3748464
37484,64.

100

j jx n

n

           
 



 


 

2

2 2

B( ) 37484,64 (193,56)

37484,64 37465,47 19,17;

j j

В

x n
D x

n


    



  


;

2 100
19,17 19,36

1 100 1
x В

n
S D

n


   

  
; 

19,36 4,4xS   . 

195 10 198 20 201 30 204 20 207 15 210 5

100

i i

В

y n
y

n

           
  




 

1950 3960 6030 4080 3105 1050 20175
201,75

100 100

    
    км. 

2 2 2 2 2 2 2195 10 198 20 201 30 204 20 207 15 210 5

100

i iy n

n

           
 




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4071915
40719,15

100
  ; 

2

2 2

B( ) 40719,15 (201,75)
i i

В

y n
D y

n


    




 40719,15 40703,0625 16,0875   ; 

2 100
16,0875 16,25

1 100 1
y В

n
S D

n


  

  
; 

16,25 4,03yS   . 

При альтернативній гіпотезі : ( ) ( )H M X M Y   будуємо правобічну 

критичну область, критична точка якої, ураховуючи те, що обсяг вибірки 

великий, знаходиться з рівності 

кр кр

1 2 1 2 0,01 0,98
( ) 0,49 2,34

2 2 2
Ф z z

  
      . 

Критична область зображена на рис. 28. 
 

 
2

2
1

2

z

f z e




   

0 

Критична область 

z 
zкр = 2,34 

рис.28 

Спостережуване значення критерію обчислюється так: 

2 2( 1) ( 1) 1 1

2

В В

x y

x y
Z

n S n S

n n n n

 
 

   
 

    

 

193,56 201,75 8,19 8,19
28,24

0,2999 19,36 99 16,25 1 1 4,215 0,02

100 100 2 100 100


      

   
 

 

. 

Висновок. Оскільки  ; 2,34Z   , то відсутні підстави для відхилення 

0 : ( ) ( )H M X M Y . 

2. Малий обсяг вибірки ( 40, 40n n   ) i невідомі значення дисперсій 

генеральної сукупності 

При малих обсягах вибірок статистичний критерій 

2 2( 1) ( 1) 1 1

2

В В

x y

x y
z

n S n S

n n n n




   
 

    

 
(30.7) 
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матиме розподіл Стьюдента з 2k n n     ступенями свободи. У цьому разі 

для побудови критичних областей критичні точки знаходять за таблицею 

(додаток 3). 
Приклад. Протягом доби двома приладами вимірювали напругу в 

електромережі. Результати вимірювання наведено у вигляді статистичних 

розподілів 

yi 223 227 229 230 235 

in  1 2 6 2 1 

 

xj 216 217 219 228 236 

jn   2 3 5 1 1 

Припускаючи, що випадкові величини Х і Y (напруга у вольтах) є 
незалежними і мають нормальний закон розподілу ймовірностей, за рівня 

значущості  = 0,001 перевірити правильність нульової гіпотези 

0 : ( ) ( )H M X M Y  при альтернативних гіпотезах: 

1) : ( ) ( )H M X M Y  ; 

2) : ( ) ( )H M X M Y  . 

Розв’язання. Обсяги вибірок відповідно дорівнюють 12in n   , 

12jn n   . 

Обчислимо значення 2 2, , ,В В x yx y S S : 

223 1 227 2 229 6 230 2 235 1

12

i i

В

y n
y

n

         
  




 

223 454 1374 460 235 2746
228,83

12 12

   
   ; 

2 2 2 2 2 2223 1 227 2 229 6 230 2 235 1

12

i iy n

n

         
 




 

628458
52371,5

12
  ; 

2

2 2( ) 52371,5 (228,8)
i i

В B

y n
D y

n


    




 52371,5 52349,44 22,06   ; 

2 12
22,06 24,1

1 12 1
y В

n
S D

n


   

  
; 

216 2 217 3 219 5 228 1 236 1

12

j j

В

x n
x

n

         
  




 

432 651 1095 228 236 2642
220,17

12 12

   
   ; 
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2 2 2 2 2 2216 2 217 3 219 5 228 1 236 1

12

j jx n

n

         
 




 

582064
48505,3

12
  ; 

2

2 2( ) 48505,3 (220,17)
j j

В В

x n
D x

n


    




 48505,3 48474,83 30,47   ; 

2 12
30,47 33,24

1 12 1
x В

n
S D

n


   

  
. 

1) Для перевірки правильності нульової гіпотези 

0 : ( ) ( )H M X M Y  при альтернативній гіпотезі 

: ( ) ( )H M X M Y   будуємо правобічну критичну область. Враховуючи, що 

статистичний критерій має розподіл Стьюдента з 

2 12 12 2 22k n n         та рівнем значущості  = 0,001, за таблицею 

(додаток 3) знаходимо критичну точку кр( 0,001; 22) 3,79z k    . 

Правобічна критична область зображена на рис. 29. 
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0 z 

Критична область 

zкр = 3,79 
 

Рис. 29 

За формулою (30.7) обчислюємо спостережуване значення критерію 

2 2( 1) ( 1) 1 1

2

В В

x y

x y
z

n S n S

n n n n

 
 

   
 

    

 

220,17 228,8 8,63

11 33,24 11 24,1 1 1 365,64 265,1
0,17

12 12 2 12 12 22


  

   
 

 

 

8,63 8,63 8,63
3,91

2,2128,67 0,17 4,8739
       


. 

Висновок. Оскільки 
* [ ; 3,79]z   , то 

0 : ( ) ( )H M X M Y  приймається. 
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2) Для альтернативної гіпотези : ( ) ( )H M X M Y   будується двобічна 

критична область. Беручи до уваги, що 
кр крz z   , а 

кр 3,79z  , тоді 
к р 3,79z   . 

Двобічна критична область зображена на рис. 30. 
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0 

Критична область 

z 

Критична область 

zкр = –3,79 zкр = 3,79 
 

Рис. 30 

З попередніх обчислень маємо 3,91z   . 

Висновок. Оскільки * ] 3,79; 3,79]z   , то в цьому разі немає підстав для 

прийняття 0 : ( ) ( )H M X M Y . 

 

3. Перевірка правильності нульової гіпотези про рівність двох дисперсій 

Одним із важливих завдань математичної статистики є порівняння двох або 
кількох вибіркових дисперсій. Таке порівняння дає можливість визначити, чи 

можна вважати вибіркові дисперсії статистичними оцінками однієї і тієї самої 

дисперсії генеральної сукупності. Воно застосовується передусім при 
обчисленні дисперсій за результатами технологічних вимірювань. 

Порівняння дисперсій ,x yD D  здійснюється зіставленням виправлених 

дисперсій 2

xS , 2

yS , які відповідно мають закон розподілу 2 із 1 1k n  , 

2 1k n   ступенями свободи, де n  і n  є обсяги першої і другої вибірок. 

Нехай перша вибірка здійснена з генеральної сукупності з ознакою Y, 

дисперсія якої дорівнює yD , друга — з генеральної сукупності з ознакою Х, 

дисперсія якої дорівнює xD . Необхідно перевірити правильність нульової 

гіпотези 

0 : x yH D D . 

За статистичний критерій береться випадкова величина 
2

2

m

S
F

S

 , яка має 

розподіл Фішера-Снедекора із k1 i k2 ступенями свободи, де 2S  є більшою з 

виправлених дисперсій, одержаною внаслідок обробки результатів вибірок, 2

mS  

є меншою з виправлених дисперсій. 
Щільність імовірностей розподілу Фішера-Снедекора 
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 

2 1 2

2

1 2

2 2
12 22

1 2 1 1

Г
2

( ) 1 , 0

Г
2 2

k k k

k

k k

k k
f F F F F

k k k k
Г






 
            

       
   
   

 

визначена лише на додатній півосі, тобто 0 F  . 

Приклад. Під час дослідження стабільності температури в термостаті 
дістали такі результати: 21,2; 21,8; 21,3; 21,0; 21,4; 21,3. 

З метою стабілізації температури було використано удосконалений 

пристрій, після цього заміри температури показали такі результати: 37,7; 37,6; 

37,6; 37,4. Чи можна за рівня значущості  = 0,01 вважати використання 
удосконаленого пристрою до стабілізатора температури ефективним? 

Розв’язання. Очевидно, що ефективність стабілізаторів без удосконаленого 
пристрою і з ним залежить від дисперсій вимірюваних ними температур. Отже, 

задача звелась до порівняння двох дисперсій. 

Обчислимо виправлені вибіркові дисперсії 

21,2 21,4 21,0 21,3 2 21,8
21,333

6

i i

В

y n
y

n

     
  




; 

2 2 2 2 2 221,2 1 21,4 1 21,0 1 21,3 2 21,8 1

6

i iy n

n

         
 




 

2731,02
455,17

6
  ; 

2

2 2( ) 455,17 (21,333) 455,17 455,097 0,073
i i

В В

y n
D y

n


      




; 

2 6
0,073 0,0876

1 6 1
y В

n
S D

n


   

  
; 

37,7 37,6 2 37,4 37,7 75,2 37,4

4 4

j jx n
x

n

     
   




 

150,3
37,575

4
  ; 

2 2 2 237,7 1 37,6 2 37,4 1 5647,57
1411,8925

4 4

j jx n

n

     
  




; 

2

2 2( ) 1411,8925 (37,575)
j j

В В

x n
D x

n


    




 

1411,8925 1411,880625 0,011875   ; 

2 4
0,011875 0,01583

1 4 1
x В

n
S D

n


   

  
. 

Обчислимо спостережуване значення критерію 
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2

2

0,0876
5,534

0,01583m

S
F

S

    . 

Число ступенів свободи для більшої виправленої дисперсії 2 2

yS S  , 

1 1 5k n   , для меншої 2 2

m xS S , 2 1 3k n   . 

Оскільки удосконалення стабілізатора температур може тільки зменшити 

дисперсію, то будуємо правобічну критичну область. Отже,  

2 2: y xH S S  . 

Критичну точку знаходимо за таблицею (додаток 5) відповідно до заданого 

рівня значущості  = 0,01 і числа ступенів свободи 1k =5, 2k =3, 

кр 1 2( 0,01; 5; 3) 28,2F k k     . 

Схематично правобічна критична область зображена на рис. 31. 
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F 
zкр = 28,2 
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Рис. 31 

 

Висновок. Оскільки * ]0; 28,5]F  , дані спостережень не дають підстав 

відхилити нульову гіпотезу, тобто вдосконалення термостабілізатора є 
ефективним. 

 

4. Критерій узгодженості Пірсона  
Критерій узгодженості Пірсона є випадковою величиною, що має розподіл 

2 , який визначається за формулою 
2

2

1

( )q

i i

i i

n np

np





  (30.8) 

і має k = q – m – 1 ступенів свободи, 
де q — число часткових інтервалів інтервального статистичного розподілу 

вибірки; 

m — число параметрів, якими визначається закон розподілу ймовірностей 
генеральної сукупності згідно з нульовою гіпотезою. Так, наприклад, для 

закону Пуассона, який характеризується одним параметром , m = 1, для 

нормального закону m = 2, оскільки цей закон визначається двома параметрами 

( )a M X  i . 
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Якщо 
i in np  (усі емпіричні частоти збігаються з теоретичними), то 2 0  , 

у противному разі 2 0  . Визначивши при заданому рівні значущості  і числу 

ступенів свободи критичну точку 2

кр( ; 1)k q m     , за таблицею (додаток 6) 

будується правобічна критична область. Якщо виявиться, що спостережуване 

значення критерію 2 2

сп кр  , то Н0 про закон розподілу ознаки генеральної 

сукупності відхиляється. У противному разі  2 2

сп кр   Н0 приймається. 
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ДОДАТКИ 

 
Додаток 1 

 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ ГАУССА   

2

2
1

2π

х

х е  

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.0 0.3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 

0.1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
0.2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 
0.3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697 
0.4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 
0.5 3521 3503 3485 3467 3478 3429 3410 3391 3372 3352 
0.6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 
0.7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 
0.8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 
0.9 2661 2637 2813 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

1.0 0.2420 2396 2371 2347 2323 2293 2275 2251 2227 2203 
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 
1.2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
1.3 1714 1691 1669 1647 1646 1604 1582 1561 1539 1518 
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 
1.5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1107 
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 
1.7 0940 0925 0909 0893 0978 0863 0848 0833 0818 0804 
1.8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 
1.9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 

2.0 0.0540 0525 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 
2.1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 
2.2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0279 0290 
2.3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
2.4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 
2.5 0175 0171 0164 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 
2.6 0136 0132 0129 0126 0122 0118 0116 0113 0110 0107 
2.7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 
2.9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 

3.0 0040 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 
3.1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 
3.2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 
3.3 0017 0017 0016 0016 0015 0014 0014 0013 0013 0013 
3.4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 
3.5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 
3.6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 
3.7 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 0003 
3.8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 
3.9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 000 
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Додаток 2 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ ЛАПЛАСА 

2

2

0

1
( )

2

x z

Ф x e dz




    

x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

0,00 0,0000 0,26 0,1026 0,52 0,1985 0,78 0,2823 

0,01 0,0040 0,27 0,1064 0,53 0,2019 0,79 0,2852 

0,02 0,0080 0,28 0,1103 0,54 0,2054 0,80 0,2881 

0,03 0,0120 0,29 0,1141 0,55 0,2088 0,81 0,2910 

0,04 0,0160 0,30 0,1179 0,56 0,2123 0,820 0,2939 

0,05 0,0199 0,31 0,1217 0,57 0,2157 0,83 0,2967 

0,06 0,0239 0,32 0,1255 0,58 0,2190 0,84 0,2995 

0,07 0,0279 0,33 0,1293 0,59 0,2224 0,85 0,3023 

0,08 0,0319 0,34 0,1331 0,60 0,2257 0,86 0,3051 

0,09 0,0359 0,35 0,1368 0,61 0,2291 0,87 0,3078 

0,10 0,0398 0,36 0,1406 0,62 0,2324 0,88 0,3106 

0,11 0,0438 0,37 0,1443 0,63 0,2357 0,89 0,3133 

0,12 0,0478 0,38 0,1480 0,64 0,2389 0,90 0,3159 

0,13 0,0517 0,39 0,1617 0,65 0,2422 0,91 0,3186 

0,14 0,8557 0,40 0,1564 0,66 0,2454 0,92 0,3212 

0,15 0,0596 0,41 0,1691 0,67 0,2486 0,93 0,3238 

0,16 0,0636 0,42 0,1628 0,68 0,2517 0,94 0,3264 

0,17 0,0675 0,43 0,1664 0,69 0,2549 0,95 0,3289 

0,18 0,0714 0,44 0,1700 0,70 0,2580 0,96 0,3315 

0,19 0,0753 0,45 0,1736 0,71 0,2611 0,97 0,3340 

0,20 0,0793 0,46 0,1772 0,72 0,2642 0,98 0,3365 

0,21 0,0832 0,47 0,1808 0,73 0,2673 0,99 0,3389 

0,22 0,0871 0,48 0,1844 0,74 0,2703 1,00 0,3413 

0,23 0,0910 0,49 0,1879 0,75 0,2734 1,01 0,3438 

0,24 0,0948 0,50 0,1915 0,76 0,2764 1,02 0,3461 

0,25 0,0987 0,51 0,1950 0,77 0,2794 1,03 0,3485 
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Продовження додатка 2 
x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

1,04 0,3508 1,33 0,4082 1,62 0,4474 1,91 0,4719 

1,05 0,3531 1,34 0,4099 1,63 0,4484 1,92 0,4726 

1,06 0,3554 1,35 0,4115 1,64 0,4495 1,93 0,4732 

1,07 0,3577 1,36 0,4131 1,65 0,4505 1,94 0,4738 

1,08 0,3599 1,37 0,4147 1,66 0,4515- 1,95 0,4744 

1,09 0,3621 1,38 0,4162 1,67 0,4525 1,96 0,4750 

1,10 0,3643 1,39 0,4177 1,68 0,4535 1,97 0,4756 

1,11 0,3665 1,40 0,4192 1,69 0,4545 1,98 0,4761 

1,12 0,3686 1,41 0,4207 1,70 0,4554 1,99 0,4767 

1,13 0,3708 1,42 0,4222 1,71 0,4564 2,00 0,4772 

1,14 0,3729 1,43 0,4236 1,72 0,4573 2,02 0,4783 

1,15 0,3749 1,44 0,4251 1,73 0,4582 2,04 0,4793 

1,16 0,3770 1,45 0,4265 1,74 0,4591 2,06 0,4803 

1,17 0,3790 1,46 0,4279 1,75 0,4599 2,08 0,4812 

1,18 0,3810 1,47 0,4292 1,76 0,4608 2,10 0,4821 

1,19 0,3830 1,48 0,4306 1,77 0,4616 2,12 0,4830 

1,20 0,3849 1,49 0,4319 1,78 0,4625 2,14 0,4838 

1,21 0,3869 1,50 0,4332 1,79 0,4633 2,16 0,4846 

1,22 0,3883 1,51 0,4345 1,80 0,4641 2,18 0,4854 

1,23 0,3907 1,52 0,4357 1,81 0,4649 2,20 0,4861 

1,24 0,3925 1,53 0,4370 1,82 0,4656 2,22 0,4868 

1,25 0,3944 1,54 0,4382 1,83 0,4664 2,24 0,4875 

1,26 0,3962 1,55 0,4394 1,84 0,4671 2,26 0,4881 

1,27 0,3980 1,56 0,4406 1,85 0,4678 2,28 0,4887 

1,28 0,3997 1,57 0,4418 1,86 0,4686 2,30 0,4893 

1,29 0,4015 1,58 0,4429 1,87 0,4693 2,32 0,4898 

1,30 0,4032 1,59 0,4441 1,88 0,4699 2,34 0,4904 

1,31 0,4049 1,60 0,4452 1,89 0,4706 2,36 0,4909 

1,32 0,4066 1,61 0,4463 1,90 0,4713 2,38 0,4913 

Закінчення додатка 2 

x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

2,40 0,4918 2,60 0,4953 2,80 0,4974 3,20 0,49931 

2,42 0,4922 2,62 0,4956 2,82 0,4976 3,40 0,49966 

2,44 0,4927 2,64 0,4959 2,84 0,4977 3,60 0,49984 

2,46 0,4931 2,66 0,4961 2,86 0,4979 3,80 0,499928 

2,48 0,4934 2,68 0,4963 2,90 0,4981 4,00 0,499968 

2,50 0,4938 2,70 0,4965 2,92 0,4982 5,00 0,499997 

2,52 0,4941 2,72 0,4967 2,94 0,4984   

2,54 0,4945 2,74 0,4969 2,96 0,49846   

2,56 0,4948 2,76 0,4971 2,98 0,49856   

2,58 0,4951 2,78 0,4973 3,00 0,49865 x > 5 0,5 

 

 

 



 88 

Додаток 3 

КРИТИЧНІ ТОЧКИ РОЗПОДІЛУ СТЬЮДЕНТА (t-РОЗПОДІЛУ) 

Число ступенів 
свободи, k 

Рівень значущості,  

0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 

1 3,08 6,31 12,7 31,82 63,66 127,32 636,62 

2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,93 14,09 31,60 

3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 12,94 

4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 8,61 

5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 4,77 6,86 

6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,96 

7 1,42 1,90 2,36 3,00 3,50 4,03 5,41 

8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 5,04 

9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,78 

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,59 

11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,44 

12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05 3,43 4,32 

13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 4,22 

14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 4,14 

15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 4,07 

16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 4,02 

17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,97 

18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,92 

19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,88 

20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85 3,15 3,85 

21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,82 

22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,79 

23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,77 

24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80 3,09 3,75 

25 1,32 1,71 2,06 2,48 2,79 3,08 3,73 

26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,71 

27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,69 

28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,67 

29 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76 3,04 3,66 

30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,65 

40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,55 

60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,46 

120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,37 

 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,29 
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Додаток 4 

ЗНАЧЕННЯ ВЕЛИЧИНИ 
2

1  ЗАЛЕЖНО ВІД ІМОВІРНОСТІ 
2 2

1( )P    

Число 
ступені

в 
свободи

, k 

2 2

1( )P    

0,2 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001 

1 1,64 2,7 3,8 5,4 6,6 7,9 9,5 10,83 

2 3,22 4,6 6,0 7,8 9,2 11,6 12,4 13,8 

3 4,64 6,3 7,8 9,8 11,3 12,8 14,6 16,3 

4 6,0 7,8 9,5 11,7 13,3 14,9 16,9 18,5 

5 7,3 9,2 11,1 13,4 15,1 16,3 18,9 20,5 

6 8,6 10,6 12,6 15,0 16,8 18,6 20,7 22,5 

7 9,8 12,0 14,1 16,6 18,5 20,3 22,6 24,3 

8 11,0 13,4 15,5 18,2 20,1 21,9 24,3 26,1 

9 12,2 14,7 16,9 19,7 21,7 23,6 26,1 27,9 

10 13,4 16,0 18,3 21,2 23,2 25,2 27,7 29,6 

11 14,6 17,3 19,7 22,6 24,7 26,8 29,4 31,3 

12 15,8 18,5 21,0 24,1 26,2 28,3 31,0 32,9 

13 17,0 19,8 22,4 25,5 27,7 29,8 32,5 34,5 

14 18,2 21,1 23,7 26,9 29,1 31,0 34,0 36,1 

15 19,3 22,3 25,0 28,3 30,6 32,5 35,5 37,7 

16 20,5 23,5 26,3 29,6 32,0 34,0 37,0 39,2 

17 21,6 24,8 27,6 31,0 33,4 35,5 38,5 40,8 

18 22,8 26,0 28,9 32,3 34,8 37,0 40,0 42,3 

19 23,9 27,3 30,1 33,7 36,2 38,5 41,5 43,8 

20 25,0 28,4 31,4 35,0 37,6 40,0 43,0 45,3 

21 26,2 29,6 32,7 36,3 38,9 41,5 44,5 46,8 

22 27,3 30,8 33,9 38,7 40,3 42,5 46,0 48,3 

23 28,4 32,0 35,2 39,0 41,6 44,0 47,5 49,7 

24 29,6 33,2 36,4 40,3 43,0 45,5 48,5 51,2 

25 30,7 34,4 37,7 41,6 44,3 47,0 50,0 52,6 

26 31,8 35,6 38,9 42,9 45,6 48,0 51,5 54,1 

27 32,9 36,7 40,1 44,1 47,0 49,5 53,0 55,5 

28 34,0 37,9 41,3 45,4 48,3 51,0 54,5 56,9 

29 35,1 39,1 42,6 46,7 49,6 52,5 56,0 58,3 

30 36,3 40,3 43,8 48,0 50,9 54,0 57,5 59,7 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 



 90 

Закінчення додатка 4 

ЗНАЧЕННЯ ВЕЛИЧИНИ 2

2  ЗАЛЕЖНО ВІД ІМОВІРНОСТІ 2 2

1( )P    

Число 
ступенів 
свободи, 

k 

2 2

2( )P    

0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30 

1 0,00016 0,0006 0,0039 0,016 0,064 0,148 0,455 1,07 

2 0,020 0,040 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386 2,41 

3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 1,424 2,366 3,66 

4 0,30 0,43 0,71 1,06 1,65 2,19 3,36 4,9 

5 0,55 0,76 1,14 1,61 2,34 3,0 4,35 6,1 

6 0,87 1,13 1,63 2,20 3,07 3,83 5,35 7,2 

7 1,24 1,56 2,17 2,83 3,82 4,67 6,35 8,4 

8 1,65 2,03 2,73 3,49 4,59 5,53 7,34 9,5 

9 2,09 2,563 3,32 4,17 5,38 6,39 8,34 10,7 

10 2,56 3,06 3,94 4,86 6,18 7,27 9,34 11,8 

11 3,1 3,6 4,6 5,6 7,0 8,1 10,3 12,9 

12 3,6 4,2 5,2 6,3 7,8 9,0 11,3 14,0 

13 4,1 4,8 5,9 7,0 8,6 9,9 12,3 15,1 

14 4,7 5,4 6,6 7,8 9,5 10,8 13,3 16,2 

15 5,2 6,0 7,3 8,5 10,3 11,7 14,3 17,3 

16 5,8 6,6 8,0 9,3 11,2 12,6 15,3 18,4 

17 6,4 7,3 8,7 10,1 12,0 13,5 16,3 19,5 

18 7,0 7,9 9,4 10,9 12,9 14,4 17,3 20,6 

19 7,6 8,6 10,1 11,7 13,7 15,4 18,3 21,7 

20 8,3 9,2 10,9 12,4 14,6 16,3 19,3 22,8 

21 8,9 9,9 11,6 13,2 15,4 17,2 20,3 23,9 

22 9,5 10,6 12,3 14,0 16,3 18,1 21,3 24,9 

23 10,2 10,3 13,1 14,8 17,2 19,0 22,3 26,0 

24 10,9 12,0 13,8 15,7 18,1 19,9 23,3 27,1 

25 11,5 12,7 14,6 16,5 18,9 20,9 24,3 28,1 

26 12,2 13,4 15,4 17,3 19,8 21,8 25,3 29,3 

27 12,9 14,1 16,2 18,1 20,7 22,7 26,3 30,3 

28 13,6 14,8 16,9 18,9 21,6 23,6 27,3 31,4 

29 14,3 15,6 17,7 19,8 22,5 24,6 28,3 32,5 

30 15,0 16,3 18,5 20,6 23,4 25,5 29,3 33,5 
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Додаток 5 

КРИТИЧНІ ТОЧКИ РОЗПОДІЛУ ФІШЕРА (F-РОЗПОДІЛУ) 

 

Рівень значущості 0,05 

k1 
k2 1 2 3 4 5 6 12 24  

1 164,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 244,9 249,0 254,3 

2 18,5 9,2 19,2 19,3 19,3 19,3 19,4 19,5 19,5 

3 10,1 9,6 9,3 9,1 9,0 8,9 8,7 8,6 8,5 

4 7,7 6,9 6,6 6,4 6,3 6,2 5,9 5,8 5,6 

5 6,6 5,8 5,4 5,2 5,1 5,0 4,7 4,5 4,4 

6 6,0 5,1 4,8 4,5 4,4 4,3 4,0 3,8 3,7 

7 5,6 4,7 4,4 4,1 4,0 3,9 3,6 3,4 3,2 

8 5,3 4,5 4,1 3,8 3,7 3,6 3,3 3,1 2,9 

9 5,1 4,3 3,9 3,6 3,5 3,4 3,1 2,9 2,7 

10 5,0 4,1 3,7 3,5 3,3 3,2 2,9 2,7 2,5 

11 4,8 4,0 3,6 3,4 3,2 3,1 2,8 2,6 2,4 

12 4,8 3,9 3,5 3,3 3,1 3,0 2,7 2,5 2,3 

13 4,7 3,8 3,4 3,2 3,0 2,9 2,6 2,4 2,2 

14 4,6 3,7 3,3 3,1 3,0 2,9 2,5 2,3 2,1 

15 4,5 3,7 3,3 3,1 2,9 2,8 2,5 2,3 2,1 

16 4,5 3,6 3,2 3,0 2,9 2,7 2,4 2,2 2,0 

17 4,5 3,6 3,2 3,0 2,8 2,7 2,4 2,2 2,0 

18 4,4 3,6 3,2 2,9 2,8 2,7 2,3 2,1 1,9 

19 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6 2,3 2,1 1,8 

20 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6 2,3 2,1 1,8 

22 4,3 3,4 3,1 2,8 2,7 2,6 2,2 2,0 1,8 

24 4,3 3,4 3,0 2,8 2,6 2,5 2,2 2,0 1,7 

26 4,2 3,4 3,0 2,7 2,6 2,4 2,1 1,9 1,7 

28 4,2 3,3 2,9 2,7 2,6 2,4 2,1 1,9 1,6 

30 4,2 3,3 2,9 2,7 2,5 2,4 2,1 1,9 1,6 

40 4,1 3,2 2,9 2,6 2,5 2,3 2,0 1,8 1,5 

60 4,0 3,2 2,8 2,5 2,4 2,3 1,9 1,7 1,4 

120 3,9 3,1 2,7 2,5 2,3 2,2 1,8 1,6 1,3 

 3,8 3,0 2,6 2,4 2,2 2,1 1,8 1,5 1,0 
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Продовження додатка 5 

 

Рівень значущості 0,01 

k1 
k2 1 2 3 4 5 6 8 12 24  

1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5981 6106 6234 6366 

2 98,5 99,0 99,2 99,3 99,3 99,4 99,3 99,4 99,5 99,5 

3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,5 27,1 26,6 26,1 

4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 14,8 14,4 13,9 13,5 

5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,3 9,9 9,5 9,0 

6 13,7 10,9 9,8 9,2 8,8 8,5 8,1 7,7 7,3 6,9 

7 12,3 9,6 8,5 7,9 7,5 7,2 6,8 6,5 6,1 5,7 

8 11,3 8,7 7,6 7,0 6,6 6,4 6,0 5,7 5,3 4,9 

9 10,6 8,0 7,0 6,4 6,1 5,8 5,5 5,1 4,7 4,3 

10 10,0 7,6 6,6 6,0 5,6 5,4 5,1 4,7 4,3 3,9 

11 9,7 7,2 6,2 5,7 5,3 5,1 4,7 4,4 4,0 3,6 

12 9,3 6,9 6,0 5,4 5,1 4,8 4,5 4,2 3,8 3,4 

13 9,1 6,7 5,7 5,2 4,9 4,6 4,3 4,0 3,6 3,2 

14 8,9 6,5 5,6 5,0 4,7 4,5 4,1 3,8 3,4 3,0 

15 8,7 6,4 5,4 4,9 4,6 4,3 4,0 3,7 3,3 2,9 

16 8,5 6,2 5,3 4,8 4,4 4,2 3,9 3,6 3,2 2,8 

17 8,4 6,1 5,2 4,7 4,3 4,1 3,8 3,5 3,1 2,7 

18 8,3 6,0 5,1 4,6 4,3 4,0 3,7 3,4 3,0 2,6 

19 8,2 5,9 5,0 4,5 4,2 3,9 3,6 3,3 2,9 2,4 

20 8,1 5,9 4,9 4,4 4,1 3,9 3,6 3,2 2,9 2,4 

22 7,9 5,7 4,8 4,3 4,0 3,8 3,5 3,1 2,8 2,3 

24 7,8 5,6 4,7 4,2 3,9 3,7 3,3 3,0 2,7 2,2 

26 7,7 5,5 4,6 4,1 3,8 3,6 3,3 3,0 2,6 2,1 

28 7,6 5,5 4,6 4,1 3,8 3,5 3,2 2,9 2,5 2,1 

30 7,6 5,4 4,5 4,0 3,7 3,5 3,2 2,8 2,5 2,0 

40 7,3 5,2 4,3 3,8 3,5 3,3 3,0 2,7 2,3 1,8 

60 7,1 5,0 4,1 3,7 3,3 3,1 2,8 2,5 2,1 1,6 

120 6,9 4,8 4,0 3,5 3,2 3,0 2,7 2,3 2,0 1,4 

 6,6 4,6 3,8 3,3 3,0 2,8 2,5 2,2 1,8 1,0 
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Закінчення додатка 5 

 

Рівень значущості 0,001 

k1 
k2 

1 2 3 4 5 6 8 12 24  

1 Змінюється від 400 000 до 600 000 

2 998 999 999 999 999 999 999 999 999 999 

3 167 148 141 137 135 133 131 128 126 123 

4 74,1 61,3 56,2 53,4 51,7 50,5 49,0 47,4 45,8 44,1 

5 47,0 36,6 33,2 31,1 29,8 28,8 27,6 26,4 25,1 23,8 

6 35,5 27,0 23,7 21,9 20,8 20,0 19,0 18,0 16,9 15,8 

7 29,2 21,7 18,8 17,2 16,2 15,5 14,6 13,7 12,7 11,7 

8 25,4 18,5 15,8 14,4 13,5 12,9 12,0 11,2 10,3 9,3 

9 22,9 16,4 13,9 12,6 11,7 11,1 10,4 9,6 8,7 7,8 

10 21,0 14,9 12,6 11,3 10,5 9,9 9,2 8,5 7,6 6,8 

11 19,7 13,8 11 ,6 10,4 9,6 9,1 8,3 7,6 6,9 6,0 

12 18,6 13,0 10,8 9,6 8,9 8,4 7,7 7,0 6,3 5,4 

13 17,8 12,3 10,2 9,1 8,4 7,9 7,2 6,5 5,8 5,0 

14 17,1 11,8 9,7 8,6 7,9 7,4 6,8 6,1 5,4 4,6 

15 16,6 11,3 9,3 8,3 7,6 7,1 6,5 5,8 5,1 4,3 

16 16,1 11,0 9,0 7,9 7,3 6,8 6,2 5,6 4,9 4,1 

17 15,7 10,7 8,7 7,7 7,0 6,6 6,0 5,3 4,6 3,9 

18 15.4 10,4 8,5 7,5 6,8 6,4 5,8 5,1 4,5 3,7 

19 15,1 10,2 8,3 7,3 6,6 6,2 5,6 5,0 4,3 3,5 

20 14,8 10,0 8,1 7,1 6,5 6,0 5,4 4,8 4,2 3,4 

22 14,4 9,6 7,8 6,8 6,2 5,8 5,2 4,6 3,9 3,2 

24 14,0 9,3 7,6 6,6 6,0 5,6 5,0 4,4 3,7 3,0 

26 13,7 9,1 7,4 6,4 5,8 5,4 4,8 4,2 3,6 2,8 

28 13,5 8,9 7,2 6,3 5,7 5,2 4,7 4,1 3,5 2,7 

30 13,3 8,8 7,1 6,1 5,5 5,1 4,6 4,0 3,4 2,6 

40 12,6 8,2 6,6 5,7 5,1 4,7 4,2 3,6 3,0 2,2 

60 12,0 7,8 6,2 5,3 4,8 4,4 3,9 3,3 2,7 1,9 

120 11,4 7,3 5,8 5,0 4,4 4,0 3,5 3,0 2,4 1,6 

 10,8 6,9 5,4 4,6 4,1 3,7 3,3 2,7 2,1 1,0 
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Додаток 6 

КРИТИЧНІ ТОЧКИ РОЗПОДІЛУ 
2  

Число 
ступенів 

свободи, k 

Рівень значущості,  

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,999 

1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016 

2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 

3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 

4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 

5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554 

6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 

7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 

8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 

9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09 

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 

11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 

12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 

13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 

14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 

15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 

16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 

17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 

18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 

19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 

20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26 

21 38.9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 

22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 

23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2 

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 

25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 

26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 

27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 

29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3 

30 60,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 
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