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ЗМІСТ ЗАВДАНЬ ДЛЯ ПРАКТИЧНИХ РОБІТ
Модуль 1. Лінійна алгебра та аналітична геометрія 
Тема 1. Елементи теорії матриць і визначників

1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- поняття матриці, види матриць та сфери їх застосування;

- дії над матрицями: множення на число, додавання, віднімання та множення матриць,;

- обчислення визначників 2-го і 3-го порядків та їх властивості;

- алгоритм знаходження оберненої матриці;
2. Навчальні завдання:

Приклад 1. В деякій галузі m заводів виробляє n видів продукції. Матриця Аmxn задає обсяг продукції на кожному заводі в першому кварталі, матриця Вmxn відповідно у другому; (аij, bij) ‑ обяги продукції j - го типу на i - му заводі в 1-му і 2-му кварталах відповідно:
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Визначити:

а) обсяги продукції;

б) приріст обсягів виробництва у другому кварталі в порівнянні з першим за видами продукції і заводами;

в) вартісний вираз виробленої продукції за півроку ( в доларах), якщо l ‑ курс долара по відношенню до гривні. 

Розв’язання:

а) Обсяги продукції за півріччя визначаються сумою матриць, тобто 
С=А+В=
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 де сij – обсяги продукції j-го типу, виробленої за півріччя i - м заводом.

б) приріст у другому кварталі в порівнянні з першим визначається різницею матриць, тобто 

Д = В - А = 
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Від’ємні елементи показують, що на даному заводі обсяги виробництва зменшилися, позитивні ‑ збільшилися, нульові ‑ не змінилися. 
в) Добуток lC = l(A + B) показує вартість обсягів виробництва за квартал в доларах по кожному заводу і кожному підприємству.

Приклад 2. Підприємство виробляє n типів продукції, використовуючи m видів ресурсів. Норми затрат ресурсу і - го товару на виробництво одиниці продукції j-го типу задані матрицею затрат Аmxn.  Нехай за певний період часу підприємство виробило кількість продукції кожного типу 
[image: image5.wmf]ij

x

, записане матрицею Х3х1. Визначити S – матрицю повних затрат ресурсів кожного виду на виробництво всієї продукції за даний період часу, якщо

[image: image6.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

´

3

2

2

1

3

1

8

1

0

3

5

2

3

4

A

,  
[image: image7.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

´

110

80

100

1

3

X

.
Розв’язання

Матриця повних затрат ресурсів S визначається як добуток матриць, тобто S = AX:
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Тобто за даний період часу буде використано 930 од. ресурсу 1-го виду, 960 од. ресурсу 2-го виду, 450 од. ресурсу 3-го виду, 630 од. ресурсу 4-го виду.

Приклад 3. До матриці 
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 знайти обернену. 

Встановимо, чи задана матриця не буде виродженою: для цього обчислимо 
[image: image10.wmf]det
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. Визначник відмінний від нуля, тому для матриці 
[image: image12.wmf]A

 існує 
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Обчислимо алгебраїчні доповнення
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 відповідних елементів матриці
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Запишемо транспоновану матрицю 
[image: image17.wmf]T
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, складену з алгебраїчних доповнень:
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 і помножимо на коефіцієнт 
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Необхідно перевірити правильність виконання операцій, тобто 
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Отже, обернена матриця знайдена правильно.

3. Завдання практичної роботи:
1) В деякій галузі m заводів виробляє n видів продукції. Матриця Аmxn задає обсяг продукції на кожному заводі в першому кварталі, матриця Вmxn відповідно у другому; (аij, bij) ‑ обяги продукції j - го типу на i - му заводі в 1-му і 2-му кварталах відповідно:
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Визначити:

а) обсяги продукції;

б) приріст обсягів виробництва у другому кварталі в порівнянні з першим за видами продукції і заводами;

в) вартісний вираз виробленої продукції за півроку ( в доларах), якщо l ‑ курс долара по відношенню до гривні. 

2) До матриці А (із завдання 1) знайти обернену й виконати перевірку. 
4. Домашнє завдання: виконати варіант практичної роботи, взявши за n, наступне натуральне число.
Тема 2. Загальна теорія систем лінійних рівнянь

1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- алгоритм знаходження рангу матриці;

- метод Крамера розв’язування систем лінійних рівнянь;

- матричний метод розв’язування систем лінійних рівнянь;

- метод Гауса розв’язування систем лінійних рівнянь;

- знаходження загального розв’язку лінійних рівнянь;
- знаходження фундаментального розв’язку системи лінійних рівнянь.
2. Навчальні завдання:

Приклад 1. Розглянемо умовну виробничу систему, яка складається з трьох галузей. Коефіцієнти прямих витрат одиниць продукції 
[image: image34.wmf]i

-

ої галузі, що використовується для випуску одиниць продукції 
[image: image35.wmf]j

-

ої галузі, та обсяги кінцевої продукції (у вартісній формі) наведено в таблиці.

	Галузь виробництва
	Прямі витрати галузей
	Обсяг кінцевої продукції

	
	1
	2
	3
	

	1
	0
	0,2
	0
	200

	2
	0,2
	0
	0,1
	100

	3
	0
	0,1
	0,2
	300


Визначимо: коефіцієнти повних витрат; матрицю обсягів валової продукції 
[image: image36.wmf]X

 та плани кожної галузі; коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат. Позначимо матрицю обсягів валової продукції, яка визначає виробничу програму галузей так: 
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планові обсяги валової продукції галузей. У розглядуваному прикладі матрицями технологічних коефіцієнтів та обсягів кінцевої продукції є відповідно 
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Виробничі зв’язки галузей задовольняють умови
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Запишемо систему в матричному вигляді: 
[image: image42.wmf](
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Знайдемо обернену матрицю: 
[image: image46.wmf](
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Знайдемо алгебраїчні доповнення елементів матриці 
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Обернена матриця має вигляд 
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Отже, планові обсяги валової продукції для галузей відповідно становлять: 
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 (Обчислюючи обернену матрицю, всі числа округлили до сотих). Визначимо виробничу програму кожної галузі, використовуючи коефіцієнти 
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Коефіцієнти непрямих (посередницьких витрат) 
[image: image57.wmf]ij

c

 матриці 
[image: image58.wmf]C

 визначаються як різниця внутрішньовиробничих витрат (елементи матриці 
[image: image59.wmf]B

) та прямих витрат (елементи матриці 
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Приклад 2. Структурна матриця торгівлі трьох країн S1, S2, S3 має вигляд:

А = 
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Знайти співвідношення національних доходів країн для збалансованої торгівлі.

Перевіримо спочатку, чи стовпці матриці А задовольняють умову 
[image: image66.wmf]å

=

=

3

1

i

ij

1

a

,  j = 1, 2, 3: 0,1 + 0,8 + 0,1 = 1,  0,3 + 0,6 + 0,1 = 1,  0,2 + 0 + 0,8 = 1 
[image: image67.wmf]Þ

 умова виконується.

Якщо x1, x2, x3  – національні доходи країн S1, S2, S3  відповідно, то у випадку збалансованої торгівлі повинна виконуватися матрична рівність:

А
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Останню систему рівнянь розв’яжемо методом Гауса:
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Система рівнянь має одну змінну (наприклад х3) вільну. Приймемо х3 = С  і знайдемо х2 = 
[image: image87.wmf]4

3

С,  х1 = 
[image: image88.wmf]2

3

С.  
Загальний розв’язок системи рівнянь (x1, x2, x3) = (
[image: image89.wmf]2

3

С, 
[image: image90.wmf]4

3

С, С). 

Звідси випливає, що для збалансованої торгівлі співвідношення національних доходів країн повинно мати вигляд:

x1 : x2 : x3 = 
[image: image91.wmf]3

2

:
[image: image92.wmf]3

4

: 1 = 2 : 4 : 3,  тобто національні доходи країн  S2 і S3 повинні бути відповідно у два і півтора рази більші національного доходу країни S1.

3. Завдання практичної роботи:

1) Підприємство випускає продукцію трьох типів 
[image: image93.wmf],,
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, використовуючи три види сировини. Числові дані наведено в таблиці:
	Сировина 
	Норми витрат на од. продукції, ум.од.
	Запаси сировини

	
	
[image: image94.wmf]a

 
	
[image: image95.wmf]b

 
	
[image: image96.wmf]g

 
	

	1
	N 
	N+2
	N+3
	100 + 5n

	2
	2N
	N+1
	N+1
	300 - 4n

	3
	N+3
	1
	N+4
	1300


Визначити необхідну кількість сировини кожноо виду для випуску 100 од. продукції типу 
[image: image97.wmf]a

, 2000 од. типу 
[image: image98.wmf]b

 , 100 од. – типу 
[image: image99.wmf]g

.
2) Знайти співвідношення коштів країн для збалансованої торгівлі, якщо відома структурна матриця торгівлі цих країн:
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4. Домашнє завдання: виконати варіант практичної роботи, взявши за n, наступне натуральне число.
Тема 3. Метод координат. Вектори. Лінія на площині і в просторі
1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- дії над векторами;
- обчислення векторного і мішаного добутків векторів;
- рівняння прямої на площині і в просторі;
- рівняння площини;

- умови взаємного розташування прямих, прямої і площини, площин.
2. Навчальні завдання:

Приклад 1. Дано вершини трикутника 
[image: image101.wmf](
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[image: image103.wmf](
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. Знайти: 1) рівняння сторін АС і ВС; 2) рівняння висоти, проведеної з точки В; 3) площу трикутника; 4) кут С.

Розв’язання. 1) Кожна із сторін трикутника проходить через дві точки, тому для написання рівняння сторін використаємо рівняння прямої, що проходять через дві точки 
[image: image104.wmf]11
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2) Щоб скласти рівняння висоти, проведеної із точки В на сторону АС, фіксуємо т.
[image: image107.wmf](
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 - точку перетину прямої 
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 і 
[image: image109.wmf]BM

. Тоді вектори 
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 перпендикулярні і їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто 
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. Звідки 
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Відповідь: Отже, рівняння висоти, проведеної із точки В: 
[image: image115.wmf]247350
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.

3) Для знаходження площі трикутника використаємо формулу 
[image: image116.wmf](
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[image: image118.wmf](

)

1

2416127150

2

××-×=

(кв.од)

4) Щоб визначити кут С знайдемо кутові коефіцієнти сторін 
[image: image119.wmf]AC
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[image: image120.wmf]BC

, які утворюють кут С: 
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або кут С утворюють два вектори 
[image: image124.wmf](
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, а кут між векторами на площині обчислюється за формулою: 
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тому 
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[image: image128.wmf]arccos125
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Приклад 2. Підприємство випускає щодня п’ять видів виробів, основні виробничо-економічні показники яких наведені в табл. 1. Потрібно визначити такі щоденні показники: витрати сировини S, витрати робочого часу T і вартість R виробленої підприємством продукції. 
Розв’язання. За даними таблиці запишемо чотири вектори, що характеризують увесь виробничий цикл:
Таблиця 1

Основні виробничо-економічні показники роботи підприємства

	Вид виробу
	Кількість виробу, од.
	Витрати сировини, кг/од.
	Час виготовлення, год./од.
	Ціна виробу, грн./од.

	1
	300
	5
	0,5
	25

	2
	50
	12
	5
	80

	3
	80
	8
	2
	30

	4
	240
	0,2
	0,4
	15

	5
	120
	2,3
	4
	45
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 ‑ вектор асортименту;
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 ‑ вектор витрати сировини;
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 вектор витрат робочого часу;

[image: image132.wmf]{
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 вектор цін.
Шукані величини є відповідними скалярними добутками вектора асортименту 
[image: image133.wmf]q
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 на три інші вектори:
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 (грн.).
Приклад 3. Встановити взаємне розміщення площин: 

а) 
[image: image137.wmf]10
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[image: image138.wmf]230
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; б) 
[image: image139.wmf]20
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Розв’язання: а) оскільки 
[image: image141.wmf]12
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, тоді 
[image: image142.wmf]222
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, 
а отже, площини перпендикулярні;

б) за умовою паралельності площин  -  площини паралельні.

3. Завдання практичної роботи:

1) Дано вершини трикутника 
[image: image143.wmf](
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[image: image144.wmf](
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[image: image145.wmf](
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. Знайти: рівняння сторін; рівняння висоти, проведеної з точки А; рівняння медіани ВЕ; визначити площу трикутника й кут В.

4. Встановити взаємне розміщення площин:  
[image: image146.wmf](2)(3)10
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 і 
[image: image147.wmf](2)(2)30
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.
4. Домашнє завдання: виконати варіант практичної роботи, взявши за n, наступне натуральне число.
Модуль II. Вступ до математичного аналізу та диференціального числення 

Тема 4. Диференційованість функцій багатьох змінних. Частинні похідні функцій багатьох змінних. Похідні вищих порядків. Повний диференціал. Дослідження функцій двох змінних. Екстремуми функції двох змінних. Знаходження умовного екстремуму функції двох змінних    
1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- поняття функції багатьох змінних;

- знаходження частинних похідні функцій багатьох змінних першого і вищих порядків;
- знаходження повного диференціала та його застосування до наближених обчислень
- дослідження функцій багатьох змінних на екстремум, умовний екстремум
2. Навчальні завдання:

Приклад 1. Загальні витрати підприємства описуються функцією 
[image: image148.wmf]32

()0,12728001300
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. Знайти точку обсягу продукції, починаючи з якої відбувається зменшення прибутку від використання змінних факторів (робітників, обладнання, тощо).
Розв’язання. Функція маргінальних витрат даного виробництва має вигляд:

[image: image149.wmf]2

0,3542800
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. Знайдемо критичні точки цієї функції: 
[image: image150.wmf]0,6540
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[image: image151.wmf]90

Q

=

. Оскільки 
[image: image152.wmf]2
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[image: image153.wmf]90
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 ‑ точка мінімуму маргінальних витрат 
[image: image154.wmf](
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 і для такого обсягу випущеної продукції віддача ресурсів буде оптимальною.
Приклад 2. Знайти найбільше і найменше значення функції 
[image: image155.wmf]2
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 в замкненій області Д, обмеженій прямими 
[image: image156.wmf]0,0,6
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1) Дослідимо функцію на локальний екстремум  в замкненій області: 
[image: image157.wmf]2322
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Знаходимо стаціонарні точки. Маємо: 
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[image: image159.wmf]2
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Поділивши рівняння на 
[image: image160.wmf]xy

 і
[image: image161.wmf]2
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 відповідно (бо всередині області 
[image: image162.wmf]0,0
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) дістаємо систему рівнянь 
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, звідки 
[image: image164.wmf]1
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. Стаціонарна точка 
[image: image165.wmf](1;0,5)
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 належить області Д, тому обчислюємо значення 
[image: image166.wmf]1
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3. Завдання практичної роботи:

1) Обся виготовленої продукції 
[image: image167.wmf]u

 залежно від часу 
[image: image168.wmf]t

 можна описати рівнянням 
[image: image169.wmf]32

3

(20)50

13

nn

uttnt

nn

=-+++

+-
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[image: image170.wmf]18
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 робочий час у год. Знайти продуктивність праці і темп її зміни через дві одини після початку роботи.
2) Відома функція загальних витрат 


[image: image171.wmf]32
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. Знайти обсяг випуску продукції, для якого продуктивність ресурсів буде максимальною.
4. Домашнє завдання: виконати варіант практичної роботи, взявши за n, наступне натуральне число.
Модуль III. Інтегральне числення. ряди 

Тема 5. Визначений інтеграл. Основні методи інтегрування. Геометричне застосування визначеного інтегралу 

1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- поняття первісної функції;
- таблицю інтегралів;

- обчислення невизначеного й визначеного інтегралів;

- основні методи інтегрування: безпосередній метод, метод заміни змінної, інтегрування частинами;

- - задачі, які приводять до поняття визначеного інтеграла;

- інтегрування дробово-раціональних функцій з використанням методу невизначених коефіцієнтів;

- інтегрування тригонометричних й ірраціональних функцій;

- застосування визначеного інтеграла: обчислення площ криволінійних трапецій та плоских фігур, обчислення довжини дуги плоскої кривої, об’єму та площі поверхні обертання.

2. Навчальні завдання:

Приклад 1. Виробництво продукту характеризується функцією граничних витрат 
[image: image172.wmf]0,0440
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 і функцією граничного продукту. Знайти:

1) граничні, загальні і середні витрати при виробництві 100 од. продукції, якщо фіксовані витрати дорівнюють 1000 гр.од.;

2) граничний, загальний і середній дохід при виробництві 200 од. продукту.

3) додаткові витрати при збільшенні виробництва продукту від 100 до 200 од.

4) додатковий дохід при збільшенні виробництва продукту від 100 до 200 од.

Розв’язання.
1) Граничні витрати при виробництві 100 одиниць продукції дорівнюють 
[image: image173.wmf](
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 гр. од. і виражають додаткові витрати ще одну одиницю виробленої продукції.

Загальні витрати 
[image: image174.wmf](
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 на виробництво 
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 одиниць продукції виражаються невизначеним інтегралом від граничних витрат 
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 Обчислимо загальні витрати при виробництві 100 од. продукту: 
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Середні витрати на виробництво 100 одиниць продукту дорівнюють 
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 гр.од.,
при цьому змінні середні витрати на одиницю продукції 
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2) Граничний дохід при виробництві 200 од. продукту дорівнює 

[image: image181.wmf](
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і виражає дохід від ще однієї одиниці виробленої продукції. Загальний дохід 
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 одиниць продукції виражається невизначеним інтегралом від граничного доходу 
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Оскільки при 
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 загальний дохід, очевидно, дорівнює нулю, то 
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, і загальний дохід в даному випадку виражається функцією 
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Обчислимо загальний дохід і середній дохід при виробництві 200 одиниць продукту: 
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 гр.од. – загальний дохід;
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 гр.од. – середній дохід.

3) Додаткові загальні витрати 
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 при збільшенні виробництва продукції від 
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4) Додатковий загальний дохід 
[image: image200.wmf]дод
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 при збільшенні виробництва продукції від 
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Приклад 2. Знайти обсяг продукції, виробленої підприємством за три роки, якщо продуктивність праці характеризується функцією 
[image: image208.wmf](

)

2

23

t

Wte

=-

.

Розв’язання. Обсяг продукції, виробленої за час від 
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продуктивність праці. У даному випадку 
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.  Для обчислення цього інтеграла використаємо метод інтегрування частинами:
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Приклад 3. 
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3. Завдання практичної роботи:

1) Знайти обсяг продукції, виробленої підприємством за три роки, якщо продуктивність праці характеризується функцією 
[image: image227.wmf](
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2) Обчислити довжину дуги плоскої кривої: кривої 
[image: image228.wmf](

)

2

1(3)

ynxn

=+-+

, відсіченої віссю Ох;

3) Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням еліпса 
[image: image229.wmf](
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4. Домашнє завдання: виконати варіант практичної роботи, взявши за n, наступне натуральне число.
Тема 6. Числові ряди. Поняття збіжності ряду. Ознаки збіжності рядів. Необхідна умова збіжності. Дослідження рядів на збіжність. Область і радіус збіжності степеневих рядів 
1. Опрацювати наступні питання лекційного матеріалу та матеріалу самостійної роботи:

- поняття числового ряду, види числових рядів, ознаки збіжності рядів;

- поняття абсолютної і умовної збіжності рядів;

- функціональний і степеневі ряди, його область і радіус збіжності.
2. Навчальні завдання:

Приклад 1. Встановити чи цей ряд буде абсолютно збіжним чи умовно збіжним :     
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Розв’язання. Ряд є знакозмінним, тому для нього складемо ряд, утворений з абсолютних величин членів вихідного ряду 
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. Скористаємося ознакою порівняння рядів 
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 Оскільки границя існує і відмінна від нуля, то з розбіжності ряду 
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Перевіримо для заданого ряду умови теореми Лейбніца 
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, то вихідний ряд є умовно збіжним.

Приклад 2. Дослідити на збіжність ряди  а) 
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Розв’язання. а) Загальний член ряду 
[image: image240.wmf](

)

1

21!

n

a

n

=

+

, а 
[image: image241.wmf](

)

(

)

(

)

1

11

23!

211!

n

a

n

n

+

==

+

++

. 

Знайдемо 
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. Отже, за ознакою Даламбера ряд збіжний;
б) Скориставшись ознакою Коші, знайдемо 
[image: image243.wmf](

)

11

limlim01

21

21

n

n

nn

n

n

®¥®¥

==<

+

+

. Отже, ряд збіжний.

Приклад 3. Знайти область збіжності ряду  
[image: image244.wmf]2

222

1......

12

n

xxx

n

+++++

. 
Розв’язання. Всі коефіцієнти відмінні від нуля і 
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. Радіус збіжності ряду 
[image: image247.wmf]1
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. Ряд збіжний при 
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. Проведемо дослідження збіжності ряду на кінцях інтервалу збіжності:

В точці 
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, для якого запишемо ряд, утворений з модулів 
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, який є збіжним. Отже, область збіжності ряду 
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3. Завдання практичної роботи:

1) дослідити збіжність числового ряду (а);

2) знайти область збіжності степеневого ряду (б).
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4. Домашнє завдання: повторити весь матеріал.
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