Тема 29: Розв'язування найпростіших тригонометричних рівнянь. 

Мета заняття: Засвоєння студентами виведення і застосування фор​мул для знаходження коренів рівняннm соsх=a, sinх=a,  tgх=a, ctgх=a.

І. Перевірка домашнього завдання.

Математичний диктант

Обчисліть:
1) arcsin 
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; 
2) arcos 
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     3) arctg 
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4) arcsin
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5) arccos
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6) arctg (-l);      7) arcctg (-l); 
8) cos (arсcos l);   

9) sin 
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Відповіді: 

1) 
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II. Мотивація навчання та повідомлення теми уроку.
У математиці розглядають рівняння, у яких невідоме (змінна) входить тільки під знак тригонометричних функцій, наприклад:

cos t = 1, cos t + sin t = 0. Ці рівняння називаються тригономет​ричними рівняннями. Як правило, розв'язування будь-якого тригонометричного рівняння зводиться до розв'язування най​простіших рівнянь: sin t = a, cos t = a, tg t = a,   ctg t = a. 

ІІІ. Сприймання і усвідомлення матеріалу про розв'язування рівняння    cos t = а.
Демонструється таблиця 8.

Пояснення вчителя
1. [image: image1.wmf]2

2

Якщо |а| > 1, то рівняння cos t = а не має розв'язків, по-скільки |cos t| < 1 для будь-якого t. 
2. Якщо |а| < 1, то враховуючи те, що cos t — абсциса точки Рt одиничного кола, маємо: абсцису, рівну а, мають дві точки (рис. 122) одиничного кола(на осі ОХ відкладемо число а і через побудова​ну точку проведемо пряму, перпенди​кулярну до осі абсцис, яка перетне коло у двох точках  
[image: image21.wmf]1
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 і 
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. Тоді  
t1 = arccos a + 2πп, п 
[image: image23.wmf]Î

 Z,
 t2 = - arccos а + 2πп, п 
[image: image24.wmf]Î

 Z. 
Ці розв'язки можна об'єднати

	t = ± arccos a + 2πп, n 
[image: image25.wmf]Î

 Z
	(1)


3. Якщо а = 1, то, враховуючи те, що cos t — це абсциса точки Рt одиничного кола, маємо: абсцису, рівну 1, має точка Рt утворена із точки Р0(1; 0) по​воротом на кути 2πп, п 
[image: image26.wmf]Î

 Z. Отже, t = 0 + 2πп = 2πп, п 
[image: image27.wmf]Î

 Z. 

4. Якщо а = -1, то маємо t = π + 2πп, п 
[image: image28.wmf]Î

 Z. Корені рівнянь: cos t = 1,         cos t = -1, cos t = 0 також можна одержати із фор​мули t = ± arccos a + 2πп, п 
[image: image29.wmf]Î

 Z. Розглянемо приклади.

Приклад 1. Розв'яжіть рівняння cos x = 
[image: image30.wmf]2

3
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Розв'язання
Згідно з формулою (1) маємо:

х = ± arccos 
[image: image31.wmf]2

3

 + 2πn, п 
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 Z.
Оскільки arccos 
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 = 
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, то маємо:  х = ± 
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 + 2πп, п є Z. 

Відповідь: ± 
[image: image36.wmf]6
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+ 2πп, п 
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 Z. 

Приклад 2. Розв'яжіть рівняння cos x = 
[image: image38.wmf]2

.

Розв'язання

Оскільки 
[image: image39.wmf]2

 > 1, то рівняння коренів не має. 
Відповідь: коренів немає.

Приклад 3. Розв'яжіть рівняння cos x = 0,37.

Розв'язання
Згідно з формулою (1) маємо:

х = arccos 0,37 + 2πп, п 
[image: image40.wmf]Î

 Z.
Значення arccos 0,37 знайдемо за допомогою мікрокалькуля​тора:         arccos 0,37 
[image: image41.wmf]»

 1,19, тоді х 
[image: image42.wmf]»

 ± 1,19 + 2πn, n 
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 Z. 
Відповідь: arccos 0,37 + 2πn 
[image: image44.wmf]»

 ± 1,19 + 2πn, n 
[image: image45.wmf]Î

 Z.
Приклад 4. Розв'яжіть рівняння cos x = -
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Розв'язання
Згідно з формулою (1) маємо: х = ±arccos 
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[image: image48.wmf]Î

 Z.
Оскільки arccos 
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 = π - arccos 
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 = π - 
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 = 
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, то

x = ± 
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 + 2πn, n 
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 Z.

Відповідь: ± 
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 + 2πn, n 
[image: image56.wmf]Î

 Z.

Таблиця 8
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IV. Сприймання і усвідомлення матеріалу про розв'язування рівняння sin t = a.
Демонструється таблиця 9.      
Пояснення вчителя

1) Якщо |а| > 1, то рівняння не має роз​в'язків, поскільки  | sin x|  
[image: image58.wmf]£

 1 для будь-якого t. 

2) Якщо |а| < 1, то, враховуючи те, що sin t — ордината точки Рt одинично​го кола, маємо: ординату, рівну а, мають дві точки одиничного кола (на осі OY відкладаємо число а і через цю точку проведемо пряму, перпендику​лярну до осі ординат (рис. 123), яка перетне коло у двох токах - 
[image: image59.wmf]1
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t1 = arcsin a + 2πп, п 
[image: image61.wmf]Î

 Z,
t2 = π - arcsin а + 2πп, п 
[image: image62.wmf]Î

 Z.

Ці дві формули можна записати у вигляді однієї формули:

	t = (-1)k arcsin a + πk, k 
[image: image63.wmf]Î

 Z
	(1)


Неважко впевнитися, що при парному k = 2п маємо:

t1 = (-1)2n arcsin а + 2πп

або                 t1 = arcsin a + 2πп, п 
[image: image64.wmf]Î

 Z;
при непарному k = 2n + 1 маємо:

t2 = (-1)2n+1 arcsin а + (2n + 1)π;

t2 = - arcsin а + 2πп + π;

t2 = π - arcsin a + 2πп, п 
[image: image65.wmf]Î

 Z.
3) Якщо а = 1, то, враховуючи те, що sint — це ордината точ​ки Pt( одиничного кола, маємо: ординату, рівну 1, має точка Рt утворена із точки Р0(1;0) поворотом на кут 
[image: image66.wmf]2
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 + 2πп, п 
[image: image67.wmf]Î

 Z. 
Отже, t = 
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 + 2πп, п
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 Z. Якщо а = -1, то t = -
[image: image70.wmf]2
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 + 2πп, п 
[image: image71.wmf]Î

 Z. "   
4) Якщо а = 0, маємо t = 0 + πп; t =πп, п 
[image: image72.wmf]Î

 Z.
Розглянемо приклади.
Приклад 1. Розв'яжіть рівняння sinx = 
[image: image73.wmf]2
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.
Розв'язання
Згідно з формулою (1) маємо: х = (-1)n arcsin 
[image: image74.wmf]2
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 + πп, п 
[image: image75.wmf]Î

 Z.
Оскільки arcsin 
[image: image76.wmf]2
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 = 
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, то х = (-1)n 
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 + πn, п 
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є Z. 
Відповідь: (-1)n 
[image: image80.wmf]3
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 + πn, п 
[image: image81.wmf]Î

є Z. 
Приклад 2. Розв'яжіть рівняння sin х = - 
[image: image82.wmf]2
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Розв'язання

Згідно з формулою (1) маємо: х = (-1)n arcsin 
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 Z.
Оскільки arcsin 
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, то х =(-1)n ·
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Z; х = (-1)n+1 + πп, п 
[image: image89.wmf]Î

Z. 
Відповідь: (-1)n+1 + πп, п 
[image: image90.wmf]Î

Z.
Приклад 3. Розв'яжіть рівняння sin x = 
[image: image91.wmf]2

– 1.

Розв'язання
Згідно з формулою (1) маємо: х = (-1)n arcsin(
[image: image92.wmf]2

– 1) + πп, п
[image: image93.wmf]Î

Z.
Значення arcsin(
[image: image94.wmf]2

-1) знайдемо за допомогою мікрокальку​лятора:

arcsin(
[image: image95.wmf]2

– 1) 
[image: image96.wmf]»

0,427, тоді х 
[image: image97.wmf]»

 (-1)n · 0,427 + πn, п 
[image: image98.wmf]Î

Z. 

Відповідь: (-1)n · arcsin(
[image: image99.wmf]2

-1) + πп 
[image: image100.wmf]»

(-1)n · 0,427 + πп, п 
[image: image101.wmf]Î

Z.
 Таблиця 9
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V. Сприймання і усвідомлення матеріалу про розв'язування рівняння     
 tg t = a (ctg t = a). 
Демонструється таблиця 10.
[image: image221.png]Puc. 123



Розв'язування рівняння tg t = а зручно проілюструвати за допо​могою лінії тангенсів (рис. 124). tg t — це ордината точки перетину прямої ОРt з лінією тангенсів. Відкладемо на осі тангенсів число а, через цю точку і початок координат проведемо пряму, яка перетне одиничне коло у двох точках 
[image: image103.wmf]1
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[image: image104.wmf]2
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	t = arctg а + πn, n 
[image: image105.wmf]Î

 Z
	  (1)


Отже, рівняння tg t = а при будь-яко​му значенні а має розв'язок.

Рівняння ctg t = а, де а ≠ 0 рівносиль​не рівнянню       tg t = 
[image: image106.wmf]а
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Проте можна довести, що розв'язки рівняння ctg t = а можна записати у вигляді:

	t = arcctg a + πп, n 
[image: image107.wmf]Î

 Z
	  (2)


Розглянемо приклади. 
Приклад 1. Розв'яжіть рівняння tg x = 
[image: image108.wmf]3

.
Розв'язання
По формулі (1) знаходимо х = arctg 
[image: image109.wmf]3

 + πп, п 
[image: image110.wmf]Î

 Z.
Оскільки arctg 
[image: image111.wmf]3

 = 
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, то маємо: х = 
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 + πп, п 
[image: image114.wmf]Î

 Z.
Відповідь: 
[image: image115.wmf]3
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 + πп, п 
[image: image116.wmf]Î

 Z.
Приклад 2. Розв'яжіть рівняння tg х = 2.
Розв'язання

За формулою (1) маємо: х = arctg 2 + πп, п 
[image: image117.wmf]Î

 Z. Значення arctg 2 можна знайти за допомогою мікрокалькуля​тора arctg2 
[image: image118.wmf]»

 1,1, тоді х 
[image: image119.wmf]»

 1,1 + πп, п 
[image: image120.wmf]Î

 Z.
Відповідь: arctg 2 + πп 
[image: image121.wmf]»

 1,1 + πп, п 
[image: image122.wmf]Î

 Z.
Приклад 3. Розв'яжіть рівняння ctg x – 
[image: image123.wmf]3

 = 0. 

Розв'язання

ctg х – 
[image: image124.wmf]3

 = 0; ctg х = 
[image: image125.wmf]3

; tg х = 
[image: image126.wmf]3
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, x = arctg 
[image: image127.wmf]3
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 + πп = 
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+ πn, n 
[image: image129.wmf]Î

 Z.
Відповідь: 
[image: image130.wmf]6
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+ πn, n 
[image: image131.wmf]Î

 Z.
VI. Осмислення вивченого матеріалу. 
Виконання вправ______________________________

Розв'яжіть рівняння.

1. a) -2cos х = 1; б) cos 2х - 1 = 0; в) 2cos 
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Відповідь: а)±
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2

p

+2πn, n
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Z; б) πn, n
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2. a) cos x cos 3х = sin 3x sіn x;  б) cos 2x cos х + sin 2x sin х = 1;

в) cos2 х - sin2 х = 0,5;      г) 2sin2x = 1.

Відповідь: а) 
[image: image146.wmf]8
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+
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Z;   б) 2πп, n
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Z; в) ±
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3. а) 6соз2х + cos x – 1 = 0; 
б) cos x + 3cos х = 0; 
в) 4cos2x – 3 = 0; 

г) cos2х = 1 + sin2x.
Відповідь: а) ± 
[image: image155.wmf]3
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 + 2πn; ± arccos 
[image: image156.wmf]3

1

 + 2πп, n
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Z; 
б) 
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в) ±
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Коментоване виконання вправ

Розв'яжіть рівняння.

4. a) 2sin х - 1 = 0;    б) 2sin 
[image: image165.wmf]2
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 = - l;   в) 2sin 
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;  г) 2sin 
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. 
Відповідь: а) (-1)n
[image: image170.wmf]6
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 + πn, n
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Z; 
б) (-1)n+1
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+ 2πп, п
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Z; 

в) 
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Z;       г) 
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+4πn, п
[image: image180.wmf]Î

Z  
5. a) sin 3х cos х - cos 3х sin х = 
[image: image181.wmf]2

3

;  б) sin 2x cos 2x = - 
[image: image182.wmf]4

1

;

в) sin 
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cos
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 – cos
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sin
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p

= 
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; r) cos 2x sin 3х + sin 2x cos 3x = 1.

Відповідь: а) (-1)n
[image: image188.wmf]6
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 + 
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, п
[image: image190.wmf]Î

Z; 
б) (-1)n+1 
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[image: image193.wmf]Î

Z;  

в) 
[image: image194.wmf]7
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+3πn, п
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Z; 
г) 
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p

+
[image: image198.wmf]5
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Z.

Розв'яжіть рівняння. 
6. a) tg x + 
[image: image200.wmf]3

 = 0;  б) ctg x + 1 = 0;  в) 
[image: image201.wmf]3

tg x – l = 0; г) 
[image: image202.wmf]3

ctg x – 1= 0.
Відповідь: а) - 
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Відповідь: а) 3πn, n
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8. 
a) 3tg2 x + 2 tg x – 1 = 0;    б) 2ctg2 x + 3ctg x – 2 = 0; 

Відповідь: а) -
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б) arctg 2 + πп і  -arctg 
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1

 + πп, n
[image: image219.wmf]Î

Z;

VI. Домашнє завдання.
Розділ II § 2 (2). Запитання і завдання для повторення до роз​ділу II № 13—15. Вправи № 1 (6, 8, 9; 10; 13), № 2 (2; 4; 7).
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