Тема: 

Лінійне програмування

Теоретичні відомості 

Загальний вигляд задачі лінійного програмування.

Різні форми запису задач лінійного програмування

Функція, мінімум чи максимум якої шукаємо, називається цільовою функцією (критерієм, функціоналом). 

В загальному випадку математична постановка екстремальної задачі полягає у наступному: потрібно знайти екстремальне (мінімальне чи максимальне) значення цільової функції  
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причому вектор 
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 повинен задовольняти систему співвідношень (обмежень) 
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де 
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 – деякі функції, 
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 – деякі дійсні числа, 
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та умову невід’ємності
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Вектор 
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, що задовольняє умови (2) і (3), називається допустимим розв’язком або планом задачі.

Числа 
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, що складають план задачі 
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, називаються компонентами плану або параметрами управління.

Множина наборів 
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, що задовольняють умови (2) і (3), називається областю визначення задачі або допустимою областю (допустимим розв’язком задачі).

План задачі 
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, при якому цільова функція набуває мінімуму чи максимуму, називається оптимальним планом або оптимальним розв’язком задачі.

Якщо цільова функція 
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 та обмеження 
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містять невідомі 
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 в першому степені, то задача (1)—(3) називається задачею лінійного програмування, якщо ж хоч одна із цих функцій нелінійна, то відповідна задача є  задачею нелінійного програмування.

Задача лінійного програмування полягає в наступному : потрібно знайти такий вектор 
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, при якому цільова функція досягає свого екстремуму
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за умов 
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Існує три основні форми запису задачі лінійного програмування загальна, канонічна (основна), стандартна (або симетрична).

Задача лінійного програмування записана в загальній формі, якщо необхідно знайти найбільше (найменше) значення цільової функції (4) за обмежень, записаних рівняннями та нерівностями, причому вимога невід’ємності може накладатися або на всі змінні 
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 або лише на деякі з них, або не накладатися зовсім.
Задача лінійного програмування записана в канонічній формі, якщо необхідно знайти найбільше значення цільової функції за обмежень, записаних рівняннями  
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, за умови, що 
[image: image25.wmf].

,

1

,

0

n

i

x

i

=

³


Задача лінійного програмування записана в стандартній (симетричній) формі, якщо необхідно знайти найбільше значення цільової функції за обмежень, записаних рівняннями та нерівностями 
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, за умови, що 
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Або якщо необхідно знайти найменше значення цільової функції за обмежень, записаних рівняннями та нерівностями 
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, за умови, що 
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Задача знаходження найменшого значенння цільової функції 
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 еквівалентна до задачі знаходження найбільшого значення функції 
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Приклад 1. Задача про використання та оцінку ресурсів.

Меблева фабрика виготовляє столи, стільці, бюро та книжкові шафи, використовуючи для цього два різних види дощок, прочому фабрика має 500 м3 дощок першого виду і 1000 м3 дощок другого. Крім того задані трудові ресурси 800 людино-годин.

У таблиці 1 наведено нормативи витрат кожного виду ресурсів на виготовлення одного виробу і прибуток на один виріб. За цими даними визначити оптимальний асортимент, що максимізує прибуток. Скласти математичну модель до цієї задачі.

Таблиця 1

	Ресурси
	Витрати на один виріб

	
	Столи
	Стільці
	Бюро
	Книжкові шафи

	Дошки першого

виду, м3
	5
	1
	4
	12

	Дошки другого

виду, м3
	2
	3
	9
	1

	Трудові ресурси, людино-години
	3
	2
	5
	10

	Прибуток на один виріб, у.о.
	12
	5
	15
	10


Розв’язання. Припустимо, що підприємство має випустити 
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 столів, 
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 стільців, 
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 бюро, 
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 книжкових шаф. За змістом задачі 
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 повинні бути невід’ємними.

На виготовлення одного стола витрачається 5 м3 деревини першого виду, а на виготовлення одного стільця – 1 м3 деревини першого виду, на виготовлення одного бюро – 4 м3, однієї книжкової шафи – 12 м3 деревини першого виду. Тоді на виготовлення 
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 столів витрачають 5
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 м3 цієї деревини, на виготовлення 
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 стільців - 
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 м3 деревини першого виду, на виготовлення 
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 бюро - 4
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 м3 деревини першого виду, на виготовлення 
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 книжкових шаф – 12
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 м3 деревини першого виду. Всі витрати деревини першого виду становлять 
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]4
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 і не перебільшують запаси підприємства 500 м3, а витрати деревини другого виду становлять 
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]4
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 і не перебільшують запаси підприємства 1000 м3. Витрати трудових ресурсів становлять 
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]4
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 і не перебільшують 800 людино-годин. 

Загальний прибуток підприємства від виробництва меблів становить:
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Отже, маємо математичну постановку (математичну модель) задачі:
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Треба знайти такі невід’ємні значення 
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, які задовольняли б систему лінійних нерівностей і перетворювали цільову функцію на максимум.

Варіанти завдань

Для виготовлення різноманітних виробів А, В, С підприємство використовує три різних типа  сировини. Норми витрат сировини  на  виробництво одного виробу кожного типу, ціна одного виробу А, В, С, а також загальна кількість сировини кожного типу, яка може бути використана підприємством, наведені в таблиці.

Вироби А, В, С можуть виготовлятися в будь-яких відношеннях, але виробництво обмежено виділеною підприємству сировиною кожного типу.

Скласти економіко-математичну модель виробництва виробів А, В, С, при якому загальна вартість  всієї виготовленої підприємством продукції буде максимальною.
1.1

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	20
5
6
	15
4
3
	8
10
7
	400
350
320

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	8


	7


	


1.2

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	15
5
6
	10
4
3
	7
10
9
	380
350
320

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	8


	11


	


1.3

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	10
7
6
	15
5
3
	8
10
7
	420
380
340

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	12


	10


	


1.4

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	4
5
3
	5
4
3
	8
4
7
	200
250
220

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	8


	9


	


1.5

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини 
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	17
5
6
	13
5
3
	11
10
9
	500
400
320

	Ціна одного
виробу (грн.)
	12


	11


	7


	


1.6

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини 

(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	12
5
4
	10
4
6
	8
10
7
	400
300
350

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	12


	10


	


1.7

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини

(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II

III
	11
7
6
	10
4
3
	8
10
2
	420
350
390

	Ціна одного
виробу (грн.)
	8


	10


	11


	


1.8

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини

(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	9
5
7
	10
4
5
	9
11
4
	480
450
400

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	10


	11


	


1.9

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини

(кг)

	
	А
	В
	С
	

	I
II
ІІІ
	12
5
7
	11
6
3
	8
9
5
	600
550
500

	Ціна одного
виробу (грн.)
	13


	8


	10


	


1.10

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	3

5
7
	5
4
3
	8
10
7
	400
600
720

	Ціна одного
виробу (грн.)
	14


	15


	16


	


1.11

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	13
7
6
	6
10
3
	8
11
7
	500
450
380

	Ціна одного
виробу (грн.)
	12


	8


	10


	


1.12

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	9
8

7
	5
4
13
	6
11
3
	300
250
220

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	9


	8


	


1.13.

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	18
5
6
	10
4
3
	7
5

4
	600
350
520

	Ціна одного
виробу (грн.)
	13


	10


	8


	


1.14

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини 
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	6
5
7
	5
4
6
	11
10
9
	700
650
520

	Ціна одного
виробу (грн.)
	11


	10


	12


	


1.15

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	14
5
6
	10
4
5
	3
12
2
	550
350
420

	Ціна одного
виробу (грн.)
	11


	8


	10


	


1.16

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	12
8

6
	11
10
4
	10
9
7
	800
700
620

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	10


	7


	


1.17

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	13
5
6
	6
4
3
	4
11
7
	500
400
320

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	13


	8


	


1.18

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	8
5
4
	15
4
3
	3

10
4
	900
850
720

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	11


	9


	


1.19

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	17
5
7
	13
4
3
	2
10
7
	540
450
320

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	13


	11


	


1.20

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	20
3
6
	2
4
3
	8
11
3
	600
390
400

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	12


	8


	


1.21

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	11
5
7
	10
4
5
	9
10
7
	400
550
520

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	12


	13


	


1.22

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III 
	17
5
6
	12
8
3
	4
11
7
	950
750
720

	Ціна одного
виробу (грн.)
	10


	8


	7


	


1.23

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	9
5
6
	11
4

3
	3

10
5
	900
950
920

	Ціна одного
виробу (грн.)
	11


	8


	10


	


1.24

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	11
5
7
	9
4
3
	3

10
4
	700
750
800

	Ціна одного
виробу (грн.)
	12


	10


	9


	


1.25

	Вид
сировини
	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	16
3
6
	13
4
2
	6
10
5
	400
600
520

	Ціна одного
виробу (грн.)


	9


	8


	15


	


1.26

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	12
4
6
	15
1
3
	8
10
2
	700
620
580

	Ціна одного
виробу (грн.)
	15


	10


	8


	


1.27

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І

II
III
	5
10
3
	4
4
8
	18
4
7
	780
650
400

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	10


	11


	


1.28

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини

(кг)

	
	А


	В


	С


	

	І
II
III
	7
10
3
	6
4
5
	11
4
7
	780
700
540

	Ціна одного
виробу (грн.)
	8


	10


	12


	


1.29

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини
(кг)

	
	А
	В
	С
	

	І
II
III
	7
11
6
	4
4
9
	10
4
5
	880
750
500

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	10


	11


	


1.30

	Вид
сировини


	Норми витрат сировини (кг)
на один виріб
	Загальна кількість сировини

(кг)

	
	А


	В


	С


	

	І
II
III 
	6
9
5
	3

4
7
	15
8
7
	900
950
800

	Ціна одного
виробу (грн.)
	9


	10


	11
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